Capitolo 4

La semantica relazionale per le logiche non distributive

Dopo aver preso in considerazione le semantiche di tipo kripkeano per le logiche della rilevanza, in cui vale la distributività dei connettivi reticolari, rivolgiamo ora la nostra attenzione verso semantiche relazionali per calcoli logici non distributivi. Il tema è degno di attenzione in quanto nella maggior parte delle logiche sottostrutturali la distributività dei connettivi reticolari non vale. Le principali fonti di questo capitolo sono [Došen 1989], (Ono 1993( e (Ono e Komori 1985(; anche questi articoli, come quelli citati nel capitolo 3, prendono spunto dalla proposta di (Urquhart 1972(; altre influenze sono (Routley e Meyer 1973( e (Fine 1974(.

Nel suo articolo dell’89 Došen elabora una semantica relazionale per diversi sistemi logici senza alcune regole strutturali o con regole indebolite; le strutture che vengono introdotte per dare una semantica a questi calcoli sono chiamate gruppoidi semireticolari.

La proposta avanzata da Ono e Komori tratta nello specifico le logiche senza contrazione e viene fornita una dimostrazione di correttezza e completezza di un sistema di logica senza contrazione rispetto a delle strutture chiamate monoidi semireticolari o s.o.-monoidi.

Vediamo ora come è possibile adattare queste prove per ottenere un risultato analogo per i calcoli HLi, HAi e HRi introdotti nel capitolo 1; per il resto del capitolo S varierà su ciascuno di questi calcoli logici.

Passiamo quindi alla presentazione di queste strutture.

a) Le strutture

Definizione 4.1: Un s.o.-monoide è un’algebra ( = (W, (, (, 1, ((  di tipo <2, 2, 0, 0> t.c. :

S1) (W, (, 1( è un monoide abeliano con identità 1 e ((W.

S2) (W, (( è un semireticolo inferiore t.c per ogni x, y, z(W x((y(z)=(x(y)((x(z),

Osservazioni: 

1) È possibile definire un ordine parziale su W ponendo x(y sse x=x(y.

2) Da (S2) si deriva la monotonia di ( rispetto a (, infatti se x(y allora x=x(y, quindi anche x(z=(x(y)(z. Per distributività si ottiene x(z=(x(z)((y(z), cioè x(z(y(z. 

3) È possibile definire in modo abbastanza naturale una relazione ternaria R su W che soddisfi le condizioni (AR1)-(AR4) della definizione 3.3, stabilendo che Rxyz vale sse x(y(z. In quanto segue si fa sempre riferimento alle convenzioni notazionali del capitolo 3.

(AR1) R1xx vale sse 1(x(x, cioè x(x.

(AR2) Se vale Rxyz allora x(y(z e poiché il monoide è abeliano vale anche y(x(z
(AR3) Se vale R2(xy)zw allora esiste x’ per il quale x(y(x’ e x’(z(w, per la monotonia di ( rispetto a ( si ottiene x(y(z(x’(z(w. Ponendo x’’=x(z si ha che x(z(x’’ e x’’(y(w, cioè R2(xz)yw.

(AR4) Se valgono x(y(z e w(x allora, per la monotonia di ( rispetto a ( si ha w(y(x(y(z.

Questa osservazione ci tornerà utile quando si tratterà di dimostrare la correttezza di S rispetto ai s.o. monoidi; infatti, per dimostrare la validità delle formule in cui compaiono solo i connettivi (, (, (, basterà fare riferimento alla dimostrazione data per i modelli di Routley-Meyer (cfr. osservazione (3) alla prossima definizione).

b) La correttezza di S rispetto ai frame di Ono-Komori-Došen
Definizione 4.2: Un modello di Ono-Komori-Došen M = <(, v> per S è una coppia ordinata composta da un s.o. monoide ( = (W, (, (, 1, ((  e da una funzione di valutazione v: For£6 ( W ( {V, F} che soddisfa:

1) la seguente condizione per le variabili proposizionali e la costante 0 (condizione di (-ereditarietà o Er(): per ogni p appartenente a Var£6((0(, per ogni x, y appartenenti a W, v(p, x)=V e v(p, y)=V sse v(p, x(y)=V.

2) le seguenti condizioni per le formule composte:

v(A(B, x)=V sse (y, z (Rxyz e v(A, y)=V ( v(B, z)=V)

v(A(B, x)=V sse (y, z (Ryzx e v(A, y)=V e v(B, z)=V)

v(A(B, x)=V sse v(A, x)=V e v(B, x)=V

v(A(B, x)=V sse (y, z t.c. y(z(x, v(A, y)=V e v(B, z)=V oppure v(A, x)=V oppure v(B, x)=V

v((A, x)=V sse v(A(0, x)=V sse (y, z (Rxyz e v(A, y)=V ( v(0, z)=V)

v(1, x)=V sse 1(x
Osservazioni: 

1) Si dimostra che la condizione di (-ereditarietà è equivalente a: 

Per ogni p appartenente a Var£6((0(, per ogni x, y appartenenti a W:

a) se v(p, x)=V e v(p, y)=V allora v(p, x(y)=V; 

b) se v(p, x)=V e x(y allora v(p, y)=V.

Questo significa che per ogni variabile proposizionale p di £6, l’insieme A=(x ( (p, x)=V( è un filtro di <W, (>.

2) La clausola per la valutazione di A(B è equivalente a:

v(A(B, x)=V sse (y (se v(A, y)=V allora v(B, x(y)=V)

Questa seconda versione è quella originaria data da Urquhart e Došen e rispecchia fedelmente la lettura intuitiva data degli elementi di W come informazioni. Un’informazione x è di tipo A(B sse qualora venga combinata con una informazione y di tipo A, il risultato x(y è di tipo B. La dimostrazione di equivalenza procede nel modo seguente. Se per ogni y, z, Rxyz e v(A, y)=V implicano v(B, z)=V, in particolare Rxy(x(y) e quindi v(B, x(y)=V.

Se per ogni w, v(A, w)=V implica v(B, x(w)=V e se valgono Rxyz e v(A, y), allora si ha che v(B, x(y)=V e per la proposizione 4.5 che dimostreremo tra poco si ottiene che v(B, z)=V.

3) Le prime tre condizioni  e l’ultima per la valutazione v sono del tutto simili a quelle per la valutazione nei modelli di Routley-Meyer. La clausola per ( corrisponde a ciò che è stato osservato alla fine del paragrafo (3b): per invalidare la distributività dei connettivi reticolari bisogna ammettere la possibilità che una disgiunzione sia soddisfatta senza che per forza sia soddisfatto almeno uno dei disgiunti. Secondo la lettura di Routley e Meyer, questo corrisponde a dire che l’informazione x legittima l’asserzione di A(B sse vale uno di questi tre casi:

a) x legittima l’asserzione di A (“so che A”),

b) x legittima l’asserzione di B (“so che B”),

c) x può essere estesa da due informazioni y e z, una delle quali legittima A, mentre l’altra legittima B (“so che o A o B, ma non so dire quale”).

Come già fatto in precedenza per i modelli di Routley-Meyer, per il resto del capitolo indicheremo v(A, x)=V con x⊧A.

Definizione 4.3: Sia S un calcolo di Hilbert e ( un s.o. monoide, ( è un s. o. monoide per S sse:

1) se S=HLi allora devono valere le condizioni (S1) e (S2),

2) se S=HAi allora devono valere le condizioni per HLi e in più:

(R6) per ogni x(W, 1(x,

(R7) ( è il massimo elemento di (W, (( e per ogni x(W, x((=(.

3) se S=HRi allora devono valere le condizioni per HLi e in più:

(R5) per ogni x(W, Rxxx.

Un modello M = <(, v> di Ono-Komori-Došen è un modello per HLi, rispettivamente HRi, nel caso in cui il frame ( del modello sia un frame per HLi, rispettivamente HRi.

Un modello M = <(, v> di Ono-Komori-Došen è un modello per HAi nel caso in cui: 

a) il frame ( del modello sia un frame per HAi,

b) per ogni p(Var£6((0(, v(p, ()=V

c) x⊧0 sse x=(.

Definizione 4.4: Le definizioni di verità di una formula A in un modello M, di verità in un frame ( e di S-validità sono le stesse di quelle date nella definizione 3.6. Le riportiamo qui di seguito per comodità.

1) Una formula A(For£6 è detta vera rispetto al modello M = <(, v>, in simboli M⊧A, sse 1⊧A.

2) Una formula A(For£6 è detta vera rispetto al frame (, in simboli (⊧A, sse è vera in ogni modello M su (.

3) Una formula A(For£6 è detta S-valida, in simboli S⊧A, sse è vera in ogni frame per S.

Per poter dimostrare la correttezza del calcolo S rispetto ai s.o.-monoidi sono necessari alcuni lemmi preliminari, analoghi ai lemmi dimostrati nella semantica per le logiche della rilevanza. Andiamo quindi ad illustrare questi risultati.

Proposizione 4.5: In un modello M di Ono-Komori-Došen per HAi, per ogni A(For£6, (⊧A.

Dim: La dimostrazione è per induzione sulla complessità della formula A(For£6.

Se A(Var£6((0( allora (⊧A per la definizione 4.3. 

Se A=1 allora (⊧1 in quanto ( è il massimo elemento di W e quindi 1((.

Per A=B(C, si deve dimostrare che per ogni y, z se R(yz e y⊧B allora z⊧C. Se (=((y(z allora z=( e per ipotesi d’induzione (⊧C.

Per A=B(C, si deve dimostrare che (y, z t. c. Ryz( e y⊧B e z⊧C. Per ipotesi d’induzione (⊧B e (⊧C e (((((, quindi per ottenere il risultato desiderato basta prendere y, z=(.

Per A=B(C, secondo l’ipotesi d’induzione (⊧B, C e quindi (⊧B(C.

Per A=B(C, secondo l’ipotesi d’induzione (⊧B, C e quindi (⊧B(C.

Per A=(B, si consideri il caso per A=B(C con C=0.

1) Il lemma di (-ereditarietà

Proposizione 4.6 (lemma di (-ereditarietà): La condizione (Er() vale per ogni A appartenente a For£6, per ogni x, y appartenenti a W:

Dim: La dimostrazione è per induzione sulla complessità della formula A(For£6. 

1) Se A è una variabile proposizionale allora il teorema vale per (Er() di def. 4.2.

2) A=0

Se ( è un s. o. monoide per HLi o HRi allora il teorema vale per (Er() di def. 4.2. Se ( è un s. o. monoide per HAi allora da sx a dx: se x⊧0 e y⊧0 allora x, y=( e quindi anche x(y=(. Da dx a sx: se x(y⊧0 allora (=x(y e quindi x, y=(; e quindi viene rispetta la condizione (1) di def. 4.2.
3) A=1
Da sx a dx: se x⊧1 e y⊧1 allora 1(x, y e quindi anche 1(x(y.

Da dx a sx: se x(y⊧1 allora 1(x(y(x, y e quindi x⊧1 e y⊧1.

4) A=B(C 

Da sx a dx: supponiamo che x⊧B(C e y⊧B(C, dobbiamo dimostrare che x(y⊧B(C, cioè supponendo che per ogni z, w R(x(y)zw e z⊧B allora si ha w⊧C. Se per ogni z, w vale R(x(y)zw ciò significa che (x(y)(z(w, per (S2) si ottiene che (x(z)((y(z)(w; dalle ipotesi si ricava che x(z⊧C e y(z⊧C e per ipotesi induttiva anche (x(z)((y(z)⊧C. Si ottiene w⊧C ancora per ipotesi induttiva.

Da dx a sx: supponiamo che x(y⊧B(C e che per ogni z, w Rxzw e z⊧B, bisogna dimostrare che w⊧C. Da x(y(x e (AR4) si ha che per ogni z, w se Rxzw allora R(x(y)zw che con z⊧B implica w⊧C. Per y la dimostrazione è analoga.

5) A=B(C

Da sx a dx: Supponiamo che x⊧B(C e y⊧B(C, questo significa che (z, w t.c. z⊧B, w⊧C e Rzwx, inoltre (h, k t.c. h⊧B, k⊧C e Rhky.

Se Rzwx e Rhky si ha che z(w(x e h(k(y. Da z(h(z, h e w(k(w, k si ottiene per la monotonia di ( rispetto a (, (z(h)((w(k)(z(w e (z(h)((w(k)(h(k. Quindi dalle ipotesi si ricava che vale (z(h)((w(k)(x(y, cioè R(z(h)(w(k)(x(y); per ipotesi d’induzione z(h⊧B, w(k⊧C, e perciò x(y⊧B(C.

Da dx a sx: Per ipotesi (z, w t.c. Rzwx(y, z⊧B e w⊧C. Si ha che x(y(x, cioè R1x(yx; per (AR2) vale Rx(y1x e quindi R2(zw)1x. Per (AR3) si ottiene R2(z1)wx, ciò significa che (x’ t. c. Rz1x’ e Rx’wx, ancora per (AR2) si ha z(x’ e per (AR4) si ottiene Rzwx; quindi x⊧B(C. Per y la dimostrazione è analoga.

6) A=B(C

Da sx a dx: Supponiamo che x⊧B(C e y⊧B(C, ciò significa che x⊧B, C e y⊧B, C, per ipotesi induttiva si ricava che x(y⊧B e x(y⊧C, e quindi anche x(y⊧B(C.

Da dx a sx: Supponiamo che x(y⊧B(C, ciò significa che x(y⊧B e x(y⊧C; per ipotesi induttiva si ottiene da x(y(x, y che x⊧B, C e y⊧B, C; da cui si ha x⊧B(C e y⊧B(C.

7) A=B(C

Da sx a dx: Supponiamo che x⊧B(C e y⊧B(C. Si possono distinguere nove casi a seconda che x o y soddisfino uno dei disgiunti oppure esistano z e w t. c. z(w sia minore di x o y e z⊧B e w⊧C. Questi nove casi sono riassumibili in quattro casi distinti:

a) Se x⊧B e y⊧B allora per ipotesi induttiva x(y⊧B e quindi anche x(y⊧B(C.

b) Supponiamo che x⊧B e y⊧C, a tale punto si devono trovare h e k t. c. h(k(x(y e h⊧B e k⊧C; per ottenere il risultato desiderato basta prendere h=x e k=y.

c) Supponiamo che x⊧B e (z, w t. c. z(w(y e z⊧B, w⊧C; si devono trovare h e k t. c. h(k(x(y e h⊧B e k⊧C . Per la monotonia di ( rispetto a ( si ottiene x(z(w(x(y e per ipotesi induttiva x(z⊧B, quindi basta prendere h=x(z e k=w per ottenere il risultato desiderato.

d) Per l’ultimo caso supponiamo che (z, w, h, k, t. c. z(w(x, h(k(y e z⊧B, w⊧C, h⊧B e k⊧C. Per la monotonia di ( rispetto a ( si ottiene (z(w)((h(k)(x(y, cioè (z(h)((w(k)(x(y, per ipotesi induttiva z(h⊧B e w(k⊧C. Quindi x(y⊧B(C.

Da dx a sx: Supponiamo che x(y⊧B(C e distinguiamo due casi. Se x(y⊧B o x(y⊧C allora per ipotesi induttiva x,  y⊧B o x, y⊧C e quindi x,  y⊧B(C. Nel secondo caso (z, w t. c. z(w(x(y e z⊧B, w⊧C; bisogna dimostrare che (h, k t. c. h(k(x e h⊧B, k⊧C. Dato che x(y(x basta prendere h=z e k=w. Per y la dimostrazione è analoga.

8) A=(B

La dimostrazione del fatto che x⊧(B e y⊧(B sse x(y⊧(B segue direttamente dalla dimostrazione per A=B(C ponendo C=0.

Osservazione: 

1) Si dimostra che (Er() implica la condizione (Er) del capitolo 3. Sia A(For£6, le ipotesi sono che x⊧A e x(y, bisogna dimostrare che y⊧A. Se x(y allora x(y=x e se x⊧A allora anche x(y⊧A. Per (Er() questo implica che y⊧A.

2) Nel capitolo 3 si è definito <A> come l’insieme (x(W ( x⊧A( e si osservato che la prop. 3.7 non dice altro che per ogni A(For£7, <A> è un insieme chiuso verso l’alto. Considerando sempre per ogni A(For£6, <A>=(x(W( x⊧A(, in modo simile la prop. 4.6 afferma che <A> è un filtro del semireticolo <W, (>, infatti per l’osservazione precedente se y, z(<A> allora anche y(z(<A>, se y(<A> e y(z allora anche z(<A>.
2) Il lemma di verificazione

Proposizione 4.7 (lemma di verificazione): In un modello di Ono-Komori-Došen M = <(, v>, per ogni A, B(For£6, 1⊧A(B sse per ogni x(W, se x⊧A allora x⊧B.

Dim: del tutto simile a quella per i modelli di Routley-Meyer (cfr. prop 3.8).

3) Il teorema di correttezza

Dimostriamo ora la correttezza del calcolo S rispetto ai s.o.-monoidi, cioè che l’insieme delle formule dimostrabili in S è un sottoinsieme delle formule S-valide.

Proposizione 4.8 (teorema di correttezza): Per ogni A(For£6, se S⊦A allora S⊧A.

Dim: La dimostrazione è per induzione sulla lunghezza della dimostrazione di A(For£6 in S.

Si verifica che gli assiomi di S sono S-validi e che le applicazioni delle regole di inferenza (R1) e (R2) conservano la S-validità. Poiché tutti gli assiomi di S sono della forma B(C per dimostrare che 1⊧B(C basterà dimostrare che se x⊧B allora x⊧C e applicare il lemma di verificazione, proprio come in prop. 3.9.

Abbiamo già avuto modo di osservare che le clausole per la valutazione v dei connettivi (, (, (, 1 sono identiche a quelle esposte nel cap. 3 per i modelli di Routley-Meyer; da ciò segue che la verifica della correttezza per il frammento S(, (, (, 1 del calcolo S, può essere presa inalterata dalla proposizione 3.9.

Verifichiamo solamente gli assiomi in cui compaiono connettivi diversi da quelli sopra elencati o che caratterizzano uno dei calcoli logici S.

(F7) Bisogna dimostrare che se x⊧A(C e x⊧B(C allora x⊧A(B(C, cioè se per ogni y, z Rxyz e y⊧A(B allora si deve avere z⊧C. Se y⊧A o y⊧B la dimostrazione procede come in prop. 3.9; altrimenti (h, k t. c. h(k(y e h⊧A e k⊧B. Per (AR2) e (AR4) si ottiene R(h(k)xz che è equivalente a (h(k)(x(z; per (S2) vale (h(x)((k(x)(z. Si noti che h(x⊧C e k(x⊧C e per il lemma di (-ereditarietà anche (h(x)((k(x)⊧C, sempre per prop. 4.6 z⊧C. 

(F27) Bisogna dimostrare che se x⊧A allora x⊧B(A, cioè si deve dimostrare che per ogni y, z Rxyz e y⊧B implicano z⊧A. Siccome M è un modello per HAi si ha che 1(y e per (AR2) Ryxz, quindi x(z e per il lemma di (-ereditarietà si ottiene z⊧A.

(F28’) Bisogna dimostrare che se x⊧0 allora x⊧B, questo segue dal fatto che per def. 4.3, x deve essere uguale a ( e che per ogni A(For£6, si ha (⊧A per prop. 4.5.

La dimostrazione del fatto che le regole (R1) e (R2) conservano la S-validità è del tutto identica a quella data nel cap. 3.

Osservazioni: Si notino le differenze tra la dimostrazione di validità per l’assioma (F7) appena fornita e quella per i modelli di Routley-Meyer nel cap. 3; sono queste diversità a non rendere valida la distributività dei connettivi reticolari nei modelli di Ono-Komori-Dosen. La clausola della valutazione v per ( rende possibile che x soddisfi A(B senza soddisfare né A né B, a differenza di ciò che accade nelle semantiche per le logiche distributive. 

c) La completezza di S rispetto ai frame di Ono-Komori-Došen
Dopo aver dimostrato la correttezza del calcolo S rispetto ai s.o.-monoidi, passiamo ora  al risultato di completezza. La dimostrazione di completezza di S rispetto ai modelli di Ono-Komori-Dosen è più simile a quella algebrica del cap. 2 che a quella per i frame di Routley-Meyer del cap. 3.

Naturalmente si deve prima introdurre alcuni concetti necessari all’esposizione del risultato.

Definizione 4.9: Per ogni A(For£6 si definisce (A(=(B(For£6( S⊦A(B(.

Osservazione: Si noti che l’insieme (A( per A(For£6, qui introdotto non è assolutamente da confondere con la classe di equivalenza (A(, per A(For£, del cap. 2. Per dare una lettura intuitiva di (A( lo si potrebbe considerare come l’insieme delle conseguenze sintattiche di A.

Definizione 4.10: Il s.o.-monoide canonico di S sul linguaggio £6 è la struttura Q=<Q, (c, (1(, (c, (0(> t. c. :

1) Q=((A(( A(For£6(,

2) (A((c(B(=(C(For£6( S⊦A(B(C(,

3) (A((c(B(=(C(For£6( S⊦A(B(C(.

Osservazioni: 

1) Si noti che (A((c(B(=[A(B] e (A((c(B(=[A(B].

2) Q è un insieme parzialmente ordinato rispetto alla relazione di inclusione ( tra insiemi. Si dimostra che (A(((B( sse da S⊦A(C segue che S⊦B(C: se S⊦A(C allora C((A(, ma per (A(((B(, C appartiene anche a (B( e quindi S⊦B(C. Nell’altro verso se C((A( allora S⊦A(C, questo significa che S⊦B(C, cioè che C((B(. In particolare (A(((B( sse da S⊦B(A.

3) Anche in questa struttura è possibile in modo abbastanza naturale introdurre una relazione canonica Rc tra elementi di Q ponendo che Rc(A((B((C( vale sse (A(((B(((C(, cioè S⊦C(A(B. Si dimostra che una relazione così definita soddisfa le condizioni (AR1)-(AR4) di def. 3.2.

Definizione 4.11: Il modello canonico di Ono-Komori-Došen per S su £6 è la coppia ordinata Mc = <Q, vc> t. c. Q è il s.o.-monoide canonico di S sul linguaggio £6 e vc: For£6 ( Q ( {V, F} è la valutazione canonica definita nel modo seguente: vc(B, (A()=V sse B((A(, cioè sse S⊦A(B.

Una volta introdotti i concetti di s.o.-monoide canonico e di modello canonico di Ono-Komori-Došen per S su £6, si deve dimostrare che queste due strutture soddisfano le condizioni poste nelle definizioni 4.1 e 4.2. Passiamo quindi a verificare che il s.o.-monoide canonico è un s.o.monoide. In quanto segue elimineremo l’indice “c” quando ci riferiremo a elementi del modello e del s.o.-monoide canonici.

Proposizione 4.12: Il s.o.-monoide canonico di S su £6, Q = <Q, (, (1(, (, (0(> della definizione 4.10, è un s.o.-monoide.

Dim: Verifichiamo le condizioni poste in def. 4.1 iniziando da (S1), dimostriamo cioè che <Q, (, (1(> è un monoide abeliano con identità (1(.

Associatività: ((A(((B()((C(=[A(B]((C(=[(A(B)(C]=(E(For£6( S⊦(A(B)(C(E(. Si dimostra per (F2) e (F33) che S⊦(A(B)(C(E sse S⊦A((B(C)(E, quindi [(A(B)(C]=[(A((B(C)]=(A(([B(C]=(A((((B(((C().
Commutatività: (A(((B(=(C(For£6( S⊦A(B(C(, ma per (F34) e (F2) si dimostra che S⊦A(B(C sse S⊦B(A(C e quindi (A(((B(=(B(((A(.

Elemento neutro: (A(((1(=(B(For£6( S⊦A(1(B(, per (F35) S⊦A(1(B sse S⊦A(B, quindi (A(((1(=(A(.

Passiamo ora a verificare la condizione (S2), dimostriamo cioè che (Q, (( è un semireticolo inferiore t.c a((b(c)=(a(b)((a(c).

In primo luogo si noti che (A(((B(((A(, (B(. Se C((A(((B( allora S⊦A(B(C, per (F6) e (F2) si ha S⊦A(C e quindi C((A(. Per (B( la dimostrazione è del tutto analoga.

Ora dimostriamo che se (D(((A(, (B( allora  (D(((A(((B(. Dall’ipotesi si ricava che se C((D( allora S⊦A(C e S⊦B(C per (F2), (F7) si ottiene S⊦A(B(C, cioè C((A(((B(.

Infine dimostriamo la distributività di ( su (: (C((((A(((B()=[C((A(B)], per (F49) [C((A(B)]=[(C(A)((C(B)], ciò significa che (C((((A(((B()=[(C(A)((C(B)]=(C(A(((C(B(= ((C(((A()(((C(((B().

Abbiamo così dimostrato che Q è un s.o.-monoide. Dimostriamo ora che Q soddisfa le varie condizioni poste per poter essere un s.o.-monoide per S. Per S=HLi non ci sono altre condizioni da verificare.

(R6); Dobbiamo dimostrare che (1( è anche l’elemento minimo del reticolo inferiore, cioè che per ogni A(For£6, (1(((A(; ciò significa che se HAi⊦1(B allora HAi⊦A(B. Per (F21’) e (F27) si ha HAi⊦A(1, con (F2) si ottiene il risultato desiderato.

(R7); Si deve dimostrare che (0( è il massimo elemento di (Q, (( e per ogni A(For£6, (0(((A(=(A(. Da (F28’) 0(A, per (F2) si ottiene che per ogni A(For£6, (A(((0(. Inoltre se HAi⊦A(C, allora per (F28’) HAi⊦0((A(C) e per (F8) si ottiene che HAi⊦0(A(C; mentre se HAi⊦0(A(C allora sempre per (F28’) HAi⊦0(C.
(R5); Bisogna dimostrare che per ogni D(For£6, (D(((D(((D(. Se C((D(((D( allora S⊦D(D(C, ma HRi⊦D(D(D e quindi, per (F2), HRi⊦D(C, cioè C((D(.

Proseguiamo nella dimostrazione del risultato di completezza di S rispetto ai s.o.-monoidi, dimostrando che un modello canonico M = <Q, v> per S è un modello di Ono-Komori-Došen per S. Abbiamo già dimostrato che Q è un s.o.-monoide, quindi si tratta di dimostrare che la valutazione canonica v di def. 4.11 soddisfa la condizione di (-ereditarietà e le clausole per i diversi connettivi di def. 4.2.

Proposizione 4.13: La valutazione canonica v soddisfa le condizioni poste nella definizione 4.2.

Dim: Verifichiamo innanzitutto la condizione di (-ereditarietà: 

Da dx a sx: supponiamo che A((C( e A((D(, questo significa che S⊦C(A e S⊦D(A. Per  (F7) si ottiene S⊦C(D(A e poiché [C(D]=(C(((D( segue che A((C(((D(.

Da sx a dx: supponiamo che A((C(((D(, questo significa che S⊦C(D(A. Per (F6) e (F2) si ottiene S⊦C(A e S⊦D(A e quindi A((C( e A((D(.

A=B(C

Da sx a dx: supponiamo che B(C((D(, R(D((E((F( e B((E(, si deve dimostrare che C((F(. Dalle ipotesi si ricava che S⊦D((B(C) e che S⊦E(B. Per (F3) S⊦B((D(C) e per (F2) S⊦E((D(C); infine da (F3), (F8) si ottiene S⊦D(E(C, cioè C((D(E(. Sempre dalle ipotesi si ottiene che (D(E(((F( e quindi C((F(.

Da dx a sx: dimostriamo per contrapposizione che se B(C((D( allora ( E, F(For£6 t. c. R(D((E((F(, B((E( ma C((F(. Se B(C((D( allora non S⊦D((B(C) e per (F8) nemmeno S⊦D(B(C. Poniamo E=B e F=D(B, B((B( per (F1) e inoltre vale (D(((B(((D(B(; ma abbiamo dimostrato che C((D(B(, cioè C((F(.

A=B(C

Da sx a dx: supponiamo che B(C((D(, dobbiamo dimostrare che (E, F(For£6  t. c. B((E( C((F( e R(E((F((D(. Ponendo E=B e F=C si ottiene il risultato desiderato.

Da dx a sx: supponiamo che (D, E, F(For£6 t. c. B((E(, C((F( e R(E((F((D(, ciò implica che S⊦E(B e S⊦F(C, per (F52) si ottiene che S⊦E(F(B(C e per (E(((F(((D(, B(C((D(.

A=B(C

Da sx a dx: Supponiamo che B(C((D(, ciò significa che S⊦D(B(C, per (F2) e (F4) si ottiene S⊦D(B e S⊦D(C e quindi B, C((D(.

Da dx a sx: Supponiamo che B, C((D(, ciò significa che S⊦D(B e S⊦D(C, per (F5) si ottiene S⊦D(B(C e quindi B(C((D(.

A=B(C

Da sx a dx: supponiamo che B(C((D( ma che B, C((D(; dobbiamo dimostrare che (E, F(For£6 t.c. (E(((F(((D( e B((E( e C((F(. Poniamo E=B e F=C, per (F1) si ha B((B( e C((C(; inoltre se G((B(((C( allora S⊦B(C(G. Se B(C((D( allora S⊦D(B(C e (per F2) si ha S⊦D(G e quindi G((D(.

Da dx sx: Si devono distinguere tre casi riassumibili, senza perdita di generalità, in due casi distinti:

a) Se B((D( allora S⊦D(B e per (F6) S⊦D(B(C, quindi B(C((D(.

b) Nell’altro caso supponiamo che (D, E, F(For£6 t.c. (E(((F(((D( e B((E( e C((F(, ciò significa che S⊦E(B e S⊦F(C, per (F51) si ha  S⊦E(F(B(C; quindi B(C((E(((F( e per le ipotesi anche B(C((D(.

A=1
Da sx a dx: bisogna dimostrare che (1(((D(, cioè se S⊦1(A allora S⊦D(A. Per ipotesi 1((D( e quindi S⊦D(1, per (F2) si ottiene S⊦D(A.

Da dx a sx: se (1(((D( allora S⊦1(A implica S⊦D(A; per (F1) S⊦1(1 e quindi 1((D(.

A=(B

La dimostrazione del fatto che (D(⊧(B sse (B((D( segue direttamente dalla dimostrazione per A=B(C ponendo C=0.

Da ultimo verifichiamo che siano soddisfatte le condizioni (b) e (c) di def. 4.3. (b); per (F28’) si dimostra che per ogni p(Var£6((0(, p((0(. 

(c); se (A(=(0( allora per (F1), 0((A(; viceversa, se 0((A( allora (0(((A( e siccome l’inclusione inversa vale per (F28’), si ottiene che (A(=(0(.
A questo punto abbiamo tutti gli strumenti necessari per dimostrare che le formule valide in ogni struttura per S sono anche dimostrabili in S.

Proposizione 4.14 (teorema di completezza): Per ogni A(For£6, S⊧A allora S⊦A.

Dim: Dimostriamo per contrapposizione che se A non è dimostrabile in S allora A non è valida nel modello canonico per S. Se non S⊦A per (F21) non si dimostra nemmeno S⊦1(A, questo significa che A((1( cioè non (1(⊧A. Quindi A non è valida nel modello canonico.

Con questo termina la dimostrazione di correttezza e completezza dei calcoli HLi, HAi, HRi rispetto ai s.o.-monoidi; ma con queste strutture, opportunamente integrate, è possibile dimostrare anche la correttezza e la completezza dei calcoli HLiL, HAiL, HRiL sul linguaggio £8. Andremo ora ad illustrare questi risultati; per prima cosa prendiamo in considerazione le integrazioni da fare sui s.o.-monoidi di def. 4.1.

In quanto segue SL varia su (HLiL, HAiL, HRiL(.

d) Completezza e correttezza per SL
Definizione 4.15: Un s.o.-monoide superiormente limitato è una struttura ( = (W, (, (, 1, ((  di tipo <2, 2, 0, 0> t. c. (W, (, (, 1, (( è un s.o.-monoide e

S3) ( è il massimo elemento di (W, (( e per ogni x(W, x((=(.

Definizione 4.16: Un modello sup. limitato M = <(, v> di Ono-Komori-Došen per SL è una coppia ordinata composta da un s.o. monoide sup. limitato ( = (W, (, (, 1, ((  e da una funzione di valutazione v: For£8 ( W ( {V, F} che soddisfi le condizioni (1) e (2) della definizione 4.2 e in più:

3) per ogni p(Var£8((0(, v(p, ()=V

Inoltre si devono inserire le clausole per la valutazione v delle costanti reticolari.

v(T, x)=V per ogni x(W

v((, x)=V sse x=(
Osservazioni:

a) Si vede chiaramente che le condizioni poste su un s.o. monoide sup. limitato in def. 4.15 sono le medesime di quelle poste su un s.o. monoide per HAi in def. 4.3, tranne R6.

b) Le definizioni di verità di una formula A(For8 in un modello, in un s.o.-monoide sup. limitato e di validità in SL sono le stesse di quelle date in def. 4.4.

c) Si dimostra l’analogo di prop. 4.5 per i calcoli SL: In un modello sup. limitato M di Ono-Komori-Došen per SL, per ogni A(For£8, (⊧A.

d) La proposizione 4.6 vale anche per le costanti reticolari T e (, dimostriamo cioè il lemma di (-ereditarietà per A=T, (:

6) A=(
Da sx a dx: se x⊧( e y⊧( allora x, y=( e quindi anche x(y=(.

Da dx a sx: se x(y⊧( allora (=x(y(x, y e quindi x, y=(.

7) A=T 

Banale per la clausola della valutazione v di T.

e) La proposizione 4.7 continua a valere anche per SL.

Verifichiamo ora la correttezza del calcolo SL rispetto ai s.o.-monoidi sup. limitati.

Proposizione 4.18 (teorema di correttezza): Per ogni A(For£8, se SL⊦A allora A è SL-valida.

Dim: Per la proposizione 4.8 basterà limitarsi a verificare i postulati in SL per le costanti reticolari T e (.

(F24); bisogna dimostrare che se x⊧A allora x⊧T, questo segue banalmente dal fatto che T è verificato da ogni x(W.

(F25); bisogna dimostrare che se x⊧( allora x⊧A, questo segue dal fatto che per la def. 4.16 x deve essere uguale a ( e che per ogni A(For£8, si ha (⊧A, in base all’Osservazione (b).

Con questo si è dimostrato che SL è corretto rispetto ai s.o.-monoidi sup. limitati. Ora passiamo a dimostrare il risultato di completezza; anche in questo caso sono da introdurre delle opportune modifiche alla dimostrazione per HLi, HAi, HRi.

Definizione 4.19: il s.o.-monoide canonico sup. limitato di SL sul linguaggio £8 è la struttura Q = <Q, (, (1(, (, (((> t. c. :

1) Q=((A(( A(For£8(,

2) (A((c(B(=(C(For£8( S⊦A(B(C(,

3) (A((c(B(=(C(For£8( S⊦A(B(C(.

Osservazioni: 

1) Si noti che (((=For£8, infatti per ogni B(For£8 si ha SL⊦((B; da ciò segue che ((( è l’elemento massimo di <Q, (>. Inoltre se Q è il s.o.-monoide canonico per HAiL allora si dimostra che (0(=((( e perciò si ritorna alla definizione di s.o.-monoide canonico per HAiL.

2) Dimostriamo che per ogni A(For£8 (A(((((=(((, cioè che (A(((=(((. Se S⊦A(((B allora per (F25) S⊦((B; se S⊦((B, sempre per (F25) si ha anche S⊦(((A(B)e per (F8) S⊦A(((B.

Da questa osservazione si conclude che il s.o.-monoide canonico sup. limitato di SL sul linguaggio £8 è effettivamente un s.o.-monoide sup. limitato per SL.

Definizione 4.20: Il modello canonico di Ono-Komori-Došen per SL su £8 è la coppia ordinata M = <Q, v> t. c. Q è il s.o.-monoide canonico sup. limitato di SL sul linguaggio £8 e v: For£8 ( Q ( {V, F} è la stessa valutazione canonica della definizione 4.11.  

Alla luce delle proposizioni 4.12 e 4.13, per dimostrare che un modello canonico di Ono-Komori-Došen per SL su £8 è un modello per SL non ci resta che verificare le condizioni poste sulla valutazione v nella definizione 4.16.
Proposizione 4.20: La valutazione canonica v soddisfa le condizioni poste nella definizione 4.16.

Dim: verifichiamo le due condizioni per le costanti reticolari T e (.

A=(
Da sx a dx: supponiamo che (((D(, devo dimostrare che (D(=(((, cioè che SL⊦D(E sse SL⊦((E. Da SL⊦D(E e (F25) ((D si ricava per (F2) SL⊦((E. Nell’altro verso, se (((D( allora SL⊦D(( e sempre per (F2) dall’ipotesi si ottiene che SL⊦D(E.

Da dx a sx: Supponiamo che (D(=(((, per (F1) ((( e quindi (((D(.

A=T
Bisogna dimostrare che per ogni D(For£8, T((D(, questo segue da (F24) D(T.

A questo punto la dimostrazione del teorema di completezza di SL rispetto ai s.o.-monoidi sup. limitati ricalca in pieno quella data nella proposizione 4.14, perciò ci limitiamo a darne l’enunciato.

Proposizione 4.21 (teorema di completezza): Per ogni A(For£8, se SL⊧A allora SL⊦A.

Osservazioni: Nel capitolo 3 abbiamo visto come sia possibile dimostrare, rispetto ad una semantica relazionale, i risultati di completezza e consistenza per calcoli logici sottostrutturali con una negazione classica e nei quali valga la distributività dei connettivi reticolari. In questo capitolo si è trattato il caso di calcoli non distributivi ma con una negazione intuizionista; non è possibile estendere tale risultato al caso classico, almeno direttamente. Per poter trattare tali sistemi logici è stata sviluppata una particolare semantica relazionale detta semantica delle fasi (cfr. (Girard 1987(, (Restall 2000( e (Paoli 2002(). 
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