Capitolo 1

 La sintassi delle logiche sottostrutturali

a) Il calcolo logico

Introduciamo alcuni concetti che verranno utilizzati nella presentazione e nella trattazione dei diversi calcoli assiomatici per i differenti sistemi di logiche sottostrutturali. Le principali fonti di questo capitolo sono (Dunn 1986(, (Paoli 2002( e (Troelstra 1992(. Per la nomenclatura dei postulati logici si fa riferimento a (Casari 1997(.

Definizione 1.1: Un linguaggio £n è una tripla ordinata <Var£n, C, P> t. c. Var£n è un insieme numerabile di variabili proposizionali p1, p2, . . , pm, . . ; C è un sottoinsieme dell’insieme di connettivi {(, (, (, (, (, (, 0, 1, T, (} e     P=((, )(.

Di questi connettivi (, (, (, (, ( sono binari, ( è unario e 0, 1, T, ( sono zero-ari; solitamente questi ultimi vengono chiamati costanti proposizionali.

I connettivi (, (, (, (, 0, 1 sono detti gruppali, mentre i connettivi (, (, T, ( vengono detti reticolari. Ci si riferisce ai connettivi gruppali chiamandoli anche moltiplicativi, dinamici, indipendenti dal contesto o intensionali; i connettivi reticolari sono detti anche addittivi, statici, dipendenti dal contesto o estensionali
.

Nel seguito verranno introdotti calcoli logici basati sui seguenti linguaggi £n (1(n(9), con i rispettivi insiemi C di costanti logiche:

£1: {(},

£2: {(, (, (},

£3: {(, (, (, (},

£4: {(, (, (, (, (},

£5: {(, (, (, (, (, (},

£6: {(, (, (, (, (, 0, 1},

£7: {(, (, (, (, (, (, 0, 1},

£8: {(, (, (, (, (, 0, 1, T, (},

£9: {(, (, (, (, (, (, 0, 1, T, (}.

Il simbolo £ verrà usato per indicare uno qualsiasi dei linguaggi £n appena introdotti.

Definizione 1.2: L’insieme For£ delle formule ben formate sul linguaggio £=<Var£, C, P> è il minimo insieme t. c. :

1) Var£(For£,

2) se una costante proposizionale C appartiene a C, allora C appartiene a For£,

3) se A(For£ e ( appartiene a C, allora (A appartiene a For£,

4) se A, B(For£ e ( è uno dei connettivi binari di C, allora A(B(For£.

In quanto segue indicheremo con A, B, C, . . . elementi qualsiasi dell’insieme For£.

Convenzioni sull’uso delle parentesi: Per limitare l’uso delle parentesi nella costruzione delle formule stabiliamo che il connettivo ( lega più fortemente dei connettivi (, (, (, (, che a loro volta legano più fortemente di (. 

Es: una formula del tipo (A(B(C((D è da leggersi come ((((A)(B)((C(((D))).

Definizione 1.3: Indicheremo i diversi calcoli assiomatici con H seguito da una o più lettere specifiche per il calcolo in questione, il tutto in grassetto maiuscolo. Con S ci si riferirà genericamente a uno qualsiasi dei calcoli precedentemente introdotti.

Per indicare il frammento di un calcolo logico S su di un particolare linguaggio £=<Var£, C, P>, si scriverà S(1, (2, . . . , (k dove (1, (2, . . . , (k sono i connettivi appartenenti a C.

Definizione 1.4: Una dimostrazione di A(For£ nel calcolo S sul linguaggio £ è una successione di formule B1, B2, . . . , Bm di £ t. c. A=Bm e per ogni Bi, con 1(i(m, o Bi è un assioma di S oppure è stata ottenuta da formule precedenti tramite l’applicazione di una regola d’inferenza di S. Se esiste una dimostrazione di A(For£ nel calcolo S sul linguaggio £, allora si dice che A è un teorema di S, in simboli S⊦A. Si indicherà con S⊦A(B il fatto che S⊦A(B e S⊦B(A.

Si dice che il calcolo S1 è incluso in S2, in simboli S1(S2, sse tutti i postulati di S1 sono anche postulati di S2. Due calcoli S1 e S2 sono detti deduttivamente equivalenti, o semplicemente equivalenti, nel caso in cui S1(S2 e S2(S1. Si vede chiaramente che se S1 e S2 sono calcoli logici equivalenti allora S1⊦A sse S2⊦A, per ogni A(For£.

Sia S1 un calcolo sul linguaggio £m e sia S2 un calcolo su £k(£m. S2 è un’estensione conservativa di S1 nel caso in cui se A(For£m e non S1⊦A allora nemmeno S2⊦A.

Diamo ora i postulati del calcolo à la Hilbert per il sistema di logica lineare classica HL, iniziando dal frammento implicativo HL( sul linguaggio £1, per poi estenderlo agli altri connettivi. Si noti che la numerazione delle formule non è progressiva, bensì segue la costruzione dei sistemi logici, perciò può accadere che formule appartenenti a calcoli ancora non introdotti appaiano con un indice numerico ingiustificatamente “alto”. 

1) Il calcolo HL(
Il calcolo HL( sul linguaggio £1 è assiomatizzato per mezzo di tre assiomi e di una regola di inferenza:

(F1) A(A







identità

(F2) (A(B)(((B(C)((A(C))




transitività

(F3) (A((B(C))((B((A(C))




permutazione

(R1) A, A(B⊦ B






modus ponens

Assiomatizzazioni alternative
: È possibile ottenere un sistema equivalente a HL( sostituendo (F2) e (F3) con:

(F2’) (A(B)(((C(A)((C(B))



concatenazione

(F3’) A(((A(B)(B)





sillogismo ipotetico

2) Il calcolo HL(, (, (
Per ottenere il frammento reticolare di HL, cioè il calcolo HL(, (, ( sul linguaggio £2, si aggiunge a HL( i seguenti schemi di assiomi per i connettivi reticolari ( e (:

(F4’) A(B(A


       
         (F6’) A(A(B



(F4’’) A(B(B



         (F6’’) B(A(B

(F5) (A(B)((A(C)((A(B(C)
         (F7) (A(C)((B(C)((A(B(C)

e inoltre la seguente regola: (R2) A, B⊦ A(B

Osservazioni: 

1) Nel calcolo classico ed intuizionista l’assioma (F5) è solitamente sostituito da (F5’) A((B((A(B)). Con (F5’) si dimostra che (R2) è una regola ridondante, ma è anche possibile dimostrare il paradosso dell’implicazione materiale (F27) A((B(A), qualora siano presenti anche (F4’) e (F2’):

1) (A(B(A)(((B(A(B)((B(A))




F2’

2) A(B(A








F4’

3) (B(A(B)((B(A)






(1), (2), R1

4) ((B(A(B)((B(A))(((A((B((A(B)))((A((B(A)))
F2’

5) (A((B((A(B)))((A((B(A))




(3), (4), R1

6) A((B((A(B))







F5’

7) A((B(A)







(5), (6), R1

Poiché (F27) non è considerata una legge linearmente valida, HL(, (, ( viene assiomatizzato prendendo (F5) invece di (F5’).

2) Si dimostra che HL(, (, ( è un’estensione conservativa di HL(.

3) Il calcolo HL(, (, (, (
Procedendo oltre nella costruzione di sistemi formali su linguaggi sempre più ampi, è possibile aggiungere a HL(, (, ( gli schemi di assiomi (F8’) e (F8’’) per il connettivo gruppale (, ottenendo così il sistema HL(, (, (, ( su £3:

(F8’) A((B((A(B))




(F8’’) (A(B)(A(B

Assiomatizzazioni alternative: Al posto di (F8’) e (F8’’) si può assumere equivalentemente (F8) (A((B(C))(((A(B)(C).

Si dimostra che HL(, (, (, ( è un’estensione conservativa di HL(, (, (.
4) Il calcolo HLi(
Aggiungendo a HL(, (, (, ( i seguenti schemi di assiomi per la negazione ( si ottiene il sistema di logica lineare intuizionista HLi( sul linguaggio £4:

(F9’) A(((A




doppia negazione debole

(F10) (A(B)(((B((A)



contrapposizione debole

Assiomatizzazioni alternative: Invece di (F9’) e (F10) è possibile adottare equivalentemente

(F10’) (A((B)((B((A)


contrapposizione minimale

Osservazioni: 

1) Si noti che (F9’), (F10) e (F10’) sono principi minimalmente validi, ciò significa che per la logica lineare non si dà differenza tra la concezione minimale e la concezione intuizionista della negazione.

2) In HLi​( diventa possibile dimostrare (F11’) A(B(((A((B), e un verso delle formule di de Morgan: 

(F15’) A(B((((A((B)


 

(F16’) A(B((((A((B).

Si dimostra anche (F17) ((A(B)((A((B e (F18’) (A((B(((A(B).

3) Il calcolo HLi( è un’estensione conservativa di HL(, (, (, (.
5) Il calcolo HL(
Aggiungendo al calcolo HLi( il postulato (F9’’) ((A(A segue che (F9’) diventa dimostrabile. A questo punto è possibile definire il connettivo gruppale ( in funzione di ( e inoltre si può introdurre un nuovo connettivo gruppale (:

(F11) A(B(((A((B)




(F12) A(B((A(B

Aggiungendo i postulati (F9’’) e (F12) a HLi( si ottiene il calcolo di logica lineare classica HL( su £5.

Da (F11) e (F12) segue anche che ( e ( sono interdefinibili tra di loro:

(F13) A(B((((A((B)




(F14) A(B((((A((B)

In HL( è possibile dimostrare interamente le formule di de Morgan:

(F15) A(B((((A((B)




(F16) A(B((((A((B)

E l’altro verso di (F18’): (F18’’) ((A(B)((A((B.

Assiomatizzazioni alternative: 

1) È possibile inserire nel calcolo HL( o solo gli assiomi (F4), (F5) o solo gli assiomi (F6), (F7) e ricavare gli altri tramite (F15) e (F16), che però devono essere assunti.

2) Inoltre è possibile assumere in HL( lo schema di assiomi                        (F19) (A((B(C))((A((B(C), o in alternativa (F19’) (A((A(B(B) e (F19’’) B((((B(A)(A), al posto dei postulati per (, e usare (F13) e (F14) che però devono essere assunti. 

Si noti che (F19’) è una “versione” del sillogismo disgiuntivo per la disgiunzione gruppale (; tale formula non è una legge logica lineare nel caso vi appaia la disgiunzione reticolare (. 

3) Si vede chiaramente che HL( non è un’estensione conservativa di HLi(.

6) I calcoli HLi e HL
È possibile inserire in HLi( e HL( anche i postulati per le costanti gruppali 1 e 0, ampliando il linguaggio da £4 a £6 e da £5 a £7:

(F20) (A(0)((A

(F21’) 1







(F21’’) 1((A(A)

Indichiamo con HLi su £6 e HL su £7 i calcoli logici ottenuti rispettivamente da HLi( e HL(, aggiungendo (F20), (F21’) e (F21’’).

Assiomatizzazioni alternative: In HL è possibile dimostrare l’equivalenza  (F22) (0(1. Per (F20) (0(0)((0, e per (F21’’) 1((0(0); per (F2) si ottiene 1((0. Nell’altro verso, per (F20), (F21’) e (F3) si ha (1(0; per (F10), (F9’’) si ottiene (0(1.

Si dimostra che, qualora si voglia aggiungere le costanti 0 e 1 al calcolo HL, è possibile introdurre ciascuna delle costanti in termini dell’altra assumendo però anche (F22).

Osservazioni: 

1) Si noti che in HLi e HL, (F10), (F9’) e (F10’) diventano istanze di assiomi del frammento implicativo di HLi: 

(F10) diventa un’istanza di (F2) (A(B)(((B(0)((A(0)).

(F9’) diventa un’istanza di (F3’) A(((A(0)(0), 

(F10’) diventa una istanza di (F3) (A((B(0))((B((A(0)),

Al contrario (F9’’) deve essere comunque assunto come assioma.

2) In HLi è possibile dimostrare l’equivalenza (F23) 0((1. Da (F22’) 1((0, per (F10’) si ha 0((1. Nell’altro verso, per (F20), (F21’) e (F3) (1(0.

3) Cerchiamo di dare un significato intuitivo in HLi e HL alla costante 1 appena introdotta. Da (F21’’) per (F3) si ricava A((1(A), e in HLi si dimostra (1(A)(A, per cui si ottiene l’equivalenza (F21) A((1(A); questa formula ci permette di caratterizzare la costante gruppale 1 per mezzo di un solo assioma come la congiunzione reticolare di tutte le formule vere, infatti una qualsiasi proposizione A vera viene implicata da 1. 

In modo analogo la costante 0 può essere intuitivamente considerata come la disgiunzione reticolare di tutte le proposizioni false.

7) I calcoli HLiL e HLL:

Da ultimo è possibile aggiungere a HL e HLi anche gli schemi di assiomi per le costanti reticolari T e (:

(F24) A(T 







(F25) ((A

Assiomatizzazioni alternative: Se le costanti T e ( vengono aggiunte al calcolo HL allora è possibile o assumere solo (F25) e (F26) (((T e si dimostra (F24), o assumere (F24) e (F26) e si dimostra (F25).

Il calcolo che si ottiene da S su £6 o £7 tramite l’aggiunta dei postulati per le costanti T e ( verrà indicato con SL su £8 o £9.

T può essere interpretata in HLL e HLiL come la disgiunzione reticolare di tutte le proposizioni, mentre ( viene considerata la congiunzione, sempre reticolare, di tutte le proposizioni.

Nel seguito considereremo solo estensioni del sistema di logica lineare intuizionista HLi e del sistema di logica lineare classica HL; queste estensioni verranno ottenute tramite l’introduzione di uno o più postulati specifici per ciascuna estensione e un opportuno ampliamento del linguaggio.

8) Estensioni di HLi e HL:

Definizione 1.5 (estensioni di HLi): Introduciamo tre estensioni del sistema HLi.

HAi := HLi + (F27) A((B(A)



        a fortiori


         + (F28) A(((A(B)


        ex absurdo quodlibet

HRi := HLi + (F29) (A((A(B))((A(B)
                  assorbimento

HRMi := HRi + (F30) A((A(A)

       
        mingle
Definizione 1.6 (estensioni di HL): Introduciamo sei estensioni principali del sistema HL.

HRW := HL + (F31) A((B(C)((A(B)(C

        distributività

HR := HRW + (F29) 

HRM := HR + (F30)

HA := HL + (F27)

HRND := HL + (F29)

HAD := HRW + (F27)
Definizione 1.7 (estensioni di HR): Introduciamo infine un’infinità numerabile di estensioni di HR (e quindi di HL). Prima di tutto definiamo per A(For£, A1 come A e per n(1, An+1 come An(A, a questo punto si pone per ogni n(1:

HRMn := HR + (F30n) An+1(An

Osservazioni:

1) Dalle definizioni 1.6 e 1.7 segue immediatamente che HRM rappresenta il membro per n=1 della famiglia degli HRMn con n(1. Inoltre per ogni n(1 il calcolo logico HRMn+1 è incluso in HRMn, infatti da (F30n) per la monotonia di ( rispetto a (, si ottiene An+1(A(An(A, cioè (F30n+1) An+2(An+1. 

Che cosa si può dire sull’altro verso dell’inclusione? Meyer in (Meyer 1970(, ha dimostrato che tutti i sistemi HRMn sono distinti da HR, e inoltre sono tutti distinti tra di loro. 

La famiglia dei calcoli logici HRMn (con n(1) è di particolare interesse per una congettura formulata da Dunn in (Dunn 1979(. Se si fosse dimostrato che 1) HR è l’intersezione di questa famiglia di sistemi logici, cioè HR = ⊓(n(N) HRMn, e 2) ogni HRMn ha la proprietà del modello finito, allora per il risultato ottenuto da R. Harrop in (Harrop 1965(, anche HR sarebbe risultato decidibile. Urquhart in (Urquhart 1984(, ha dimostrato l’indecidibilità di HR, perciò o (1) o (2) è una ipotesi falsa. Quale delle due sia falsa, o se siano false entrambe, è un problema aperto.

2) Si noti che ciascun calcolo S può essere visto anche come un’estensione del proprio frammento Si, qualora quest’ultimo esista; per cui si hanno anche le seguenti assiomatizzazioni alternative, con opportuna estensione del linguaggio da £6 a £7:

HR := HRi + (F31), (F9’’) e (F12)



HRM := HRMi + (F31), (F9’’) e (F12) 


HA := HAi + (F9’’) e (F12)
Da questo segue banalmente che i teoremi di ciascun sistema Si sono teoremi anche dell’estensione S. I calcoli S non sono però estensioni conservative dei propri frammenti Si.

3) I calcoli HLi, HRi e HAi sono comunemente noti come logiche subintuizionistiche e sono stati studiati in modo particolare da H. Ono (cfr. ad esempio (Ono e Komori 1985( e [Ono 1993]). Questi calcoli sono solitamente denominati FLe, FLec e FLew rispettivamente, ciò consente di riferirsi al loro insieme come FL(, con (((e, ec, ew(. Si noti che tutti gli assiomi di HLi e HRi sono validi minimalmente. Non altrettanto vale per il calcolo HAi, infatti l’assioma (F28) A(((A(B) non è minimalmente valido. Perciò solo in questo caso si può distinguere tra una logica affine intuizionista HAi, e una logica affine minimale HAm definita come HLi + (F27) A((B(A).
Presentiamo qui sotto uno schema riassuntivo dei calcoli logici appena introdotti. Una freccia dal calcolo S1 al calcolo S2 indica che S1 è incluso in S2: 












HLi


HRi






     HAi


HRMi







HL


HRW





HR






      HA






HAD


HRND


HRMn






HRM2


HRM

Nei calcoli logici a sinistra e al di sotto della linea tratteggiata vale la distributività dei connettivi reticolari, mentre quelli a destra al di sopra non sono distributivi.

Diamo ora, per ciascun sistema assiomatico S, una serie di teoremi che serviranno in seguito. Questi risultati sono in gran parte tratti da (Paoli 2002(:

Teoremi di HLi:

(F32) ((A(A)(B)(B; (F33) A((B(C)((A(B)(C; (F34) A(B(B(A; (F35) A(1(A; (F36) (A(B(C)((A(B)((A(C);                                   (F37) (A(B(C)((A(C)((B(C); (F38) A((B(C)((A(B)(C;                 (F39) A(B(B(A; (F40) A(A(A; (F41) A((B(C)((A(B)(C;                (F42) A(B(B(A; (F43) A(A(A; (F44) A((B(A)(A; (F45) A((B(A)(A; (F46’) (A(B)((A(C)(A((B(C); (F47’) A((B(C)((A(B)((A(C);        (F48’) A((B(C)((A(B)((A(C); (F49) A((B(C)((A(B)((A(C);       (F50) (A(C)((B(D)((A(B(C(D); (F51) (A(C)((B(D)((A(B(C(D); (F52) (A(C)((B(D)((A(B(C(D). 

I teoremi da (F33) a (F35) esprimono le proprietà di “monoide abeliano con unità” del connettivo (. I teoremi da (F38) a (F45) esprimono le proprietà “reticolari” dei connettivi ( e (. I teoremi da (F50) a (F52) esprimono la monotonia di (, ( e ( rispetto a (.

Teoremi di HAi:

1) In HAi si dimostra che (F28) A(((A(B) è equivalente a (F28’) 0(B. Per (F2’) (0(B)(((A(0)((A(B)),  e per (F28’), (F20), (F3) si ha A(((A(B). Nell’altro verso, per (F28) 1(((1(B) e per (F21’), (1(B. Infine per (F23) si ottiene (F28’) 0(B. 

2) Si dimostra che HAi è equivalente a HAiL. Iniziamo dimostrando il collasso delle costanti proposizionali 1 e T in HAiL.

(F53’) T(1: per (F21’), (F27) 1((T(1), e un’applicazione di (R1) si ottiene il risultato desiderato. Il risultato completo (F53) 1(T segue dal fatto che (F53’’) 1(T non è altro che una istanza di (F24).

Per dimostrare (F54) 0(( basta osservare che per (F25) ((0, e per (F28’) 0((.
Altri teoremi di HAi sono:
(F55) A((B(B); (F56) A(A(A; (F57) (A(B(C)((A((B(C));          (F58) A(B(A(B; (F59) A((B(A(B);                                                   (F60) (A(B)(((A(C)((A(B(C)); (F61) (A(C)(((B(C)((A(B(C)); (F62) A(B, se B è un qualsiasi teorema di HAi.
Teoremi di HRi:

Il sistema HRi può essere ottenuto da HLi aggiungendo al posto di (F29) lo schema di assiomi (F29’) (A((B(C))(((A(B)((A(C))
       legge di Frege

Altri teoremi di HRi sono: (F63) A(A(A; (F64) (A((B(C))((A(B(C); (F65) A(B(A(B; (F66) A((A(B)(B; (F67) (A(B)((B(C)((A(C).
Teoremi di HRMi:

Il sistema HRMi può essere ottenuto da HRi aggiungendo al posto di (F30) lo schema di assiomi (F30’) (A(B)((A((A(B))


espansione

(F68) A(A(A e (F69) A(B(A(B sono teoremi di HRMi.

Il risultato (F68) indica che ( è un connettivo idempotente in HRMi.

Teoremi di HL:

Oltre ai teoremi di HLi, in HL si dimostra: 

(F70) ((A((B)((A(B); (F71) (A((B(((A(B);                               (F72) (A((B(((A(B); (F73) A((B(C)((A(B)(C; (F74) A(B(B(A; (F75) A(0(A; (F76) A((B(C)((A(B)((A(C);                                    (F77) (A(B)((A(C)(A((B(C); (F78) (A(C)((B(D)((A(B(C(D).

I teoremi da (F73) a (F75) esprimono le proprietà di “monoide abeliano con unità” del connettivo (. (F78) esprime la monotonia di ( rispetto a (.

Teoremi di HRW:

Il sistema HRW può essere ottenuto equivalentemente aggiungendo a HL o (F46’’) A((B(C)((A(B)((A(C) oppure (F47’’) (A(B)((A(C)(A((B(C). Già in HL è possibile dimostrare (F46’) e (F47’), quindi si dimostra o (F46) A((B(C)((A(B)((A(C) o (F47) A((B(C)((A(B)((A(C).

Inoltre con (F46) è possibile dimostrare (F47) e viceversa; si dimostra così che con solo (F46’’) o solo (F47’’) si ottiene la distributività dei connettivi reticolari ( e (.

Teoremi di HR:

Oltre ai teoremi di HRi, in HR si dimostra: 

(F79) ((A(A)(A; (F80) A(A(A; (F81) (A(B)((A(B;                      (F82) A(B(A(B.

Teoremi di HRM:

Oltre ai teoremi di HRMi, in HRM si dimostra: 

(F83) A(A(A; (F84) (A((A)((A(A); (F85) (A((A)((A((A);         (F86) (A((A)((A((A); (F87) ((A(B)((B(A); (F88) (A(B)((B(A); (F89) (A(B)((B(A); (F90) A((B(C)((A(B)((A(C);                          (F91) (A(B)((A(C)(A((B(C).

Si noti l’idempotenza del connettivo ( in HRM.

Teoremi di HA:

Poichè tutti teoremi di HAi sono teoremi di HA, in HA si dimostra (F53) e (F54), perciò HA è equivalente a HAL.
Inoltre in HA si dimostra: 

(F92) A(A(A; (F93) (A(B((A(B); (F94) A(B(A(B.

Il calcolo HAD:

Si noti che questo sistema formale, anche se è stato inserito nella famiglia delle logiche della rilevanza, ha veramente poco a che fare con una qualsiasi idea di un contributo dell’antecedente di una implicazione rispetto al conseguente; infatti in HAD sono dimostrabili alcuni paradossi dell’implicazione materiale come (F55) A((B(B) e (F27) A((B(A). Si è introdotto questo calcolo per mostrare  nel capitolo 3 come la semantica di Routley-Meyer, ideata per le logiche della rilevanza, riesce a trattare anche questo sistema logico eterodosso.

b) Le teorie di formule

Introduciamo ora un altro importante concetto legato alla sintassi della logica, quello di teoria di formule. Una teoria è un insieme di formule con determinate caratteristiche che ora andiamo ad elencare. Le teorie ci saranno indispensabili nel capitolo 3 per dimostrare il risultato di completezza di alcune logiche della rilevanza rispetto a una semantica di tipo kripkeano.

Definizione 1.8: Sia S uno dei calcoli logici precedentemente introdotti; una S-teoria di formule T è un insieme di formule del linguaggio £ di S t. c. :

1) se A(T e S⊦A(B allora B(T,

2) se A, B appartengono a T allora anche A(B(T.

Quindi una S-teoria di formule è un insieme di formule del linguaggio £ di S chiuso rispetto alla congiunzione e all’implicazione dimostrabile in S.

Esistono alcune specificazioni di questo concetto che andiamo ora ad illustrare:

Definizione 1.9: Un S-teoria è detta:

1) regolare sse contiene tutti gli assiomi di S,

2) separata sse se A, A(B(T allora B(T,

3) A-consistente sse A non appartiene a T,

4) prima sse se A(B(T allora o A(T o B(T.

5) vuota sse non esiste A t. c. A(T,

6) consistente sse T è A-consistente per qualche A,

7) non banale sse T è consistente ma non vuota.

Proposizione 1.10: 

(i) Sia T una S-teoria regolare; se S⊦A allora A(T.

(ii) Una HRi-teoria T è sempre separata.

(iii) Se T è una S-teoria regolare e separata allora la condizione (1) di def. 1.8 è ridondante.

(iv) Se T è una HAi-teoria non vuota allora T è regolare.

Dim: 

(i) Il risultato segue dal fatto che T contiene tutti gli assiomi di S ed è chiusa sotto congiunzione e implicazione S-dimostrabile.

(ii) Se A, A(B(T allora anche A((A(B)(T; poiché HRi dimostra           (F66) A((A(B)(B, si ottiene  B(T.

(iii) Supponiamo che A(T e S⊦A(B; poiché T è regolare, per (i) A(B(T, dal fatto che T è anche separata segue che B(T.

(iv) Supponiamo che A(T; per (F62) HAi dimostra A(B con B assioma di HAi, quindi B(T.

� Cfr. ad esempio (Troelstra 1992( o (Girard 1987(. La specificazione dipendente o indipendente dal contesto si usa solitamente in riferimento alle regole del calcolo à la Gentzen, però in (Troelstra 1992(, pg. 4, questa dicitura è usata anche per i connettivi stessi.


� Cfr. ad esempio (Anderson e Belnap 1975(, pgg. 79-80.
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