c) La completezza di S rispetto ai frame di Routley–Meyer

La dimostrazione della completezza dei sistemi HRW, HR, HRMn, per n(1, e HAD rispetto ai frame di Routley-Meyer passa attraverso la costruzione del modello canonico per ciascuno di questi  sistemi formali. Il modello canonico per S rispetto a una certa formula A(For£7 t. c. non S⊦A, ci permette di dimostrare il risultato di completezza per contrapposizione. Invece di dimostrare che ogni formula S-valida è una formula dimostrabile in S, si fa vedere che se una formula A non è dimostrabile in S allora esistono un frame ( e un modello M su ( per S (il frame e il modello canonici per S rispetto ad A) t. c. A non è valida in M.

Innanzitutto introduciamo una serie di concetti di cui ci serviremo nella dimostrazione del teorema di completezza.

Definizione 3.10: Sia T una S-teoria regolare. Una S-teoria T’ è una T-S-teoria sse per ogni A, B(For£7, se A(T’ e A(B(T allora B(T’.

Osservazione: una T-S-teoria è sempre una S-teoria in quanto si è assunto che T sia regolare, però non vale necessariamente il contrario.

Definizione 3.11: Sia A(£7 una formula non dimostrabile in S; il frame canonico per S rispetto ad A è la struttura (c = <Wc, 1c, (c, Rc> t.c.:

1) 1c è una S-teoria regolare, prima e A-consistente.

2) Wc è l’insieme di tutte le 1-S-teorie prime e non banali.

3) Rcxyz vale sse per ogni B, C(For£7, se B(C(x e B(y allora C(z
4) x(c=(B(For£7( (B(x(
Definizione 3.12: Sia A una formula non dimostrabile in S; il modello canonico per S rispetto ad A è la struttura Mc = <(c, vc> t.c. (c è il frame canonico per S rispetto ad A e vc è la valutazione definita come segue: per ogni B(For£7, per ogni x(Wc, vc(B, x)=V sse B(x.

In quanto segue elimineremo l’indice “c” quando ci riferiremo a elementi del modello e del frame canonici.

Per poter dimostrare che esiste effettivamente una struttura con le caratteristiche individuate dalle definizioni 3.11 e 3.12, e che il frame e il modello canonici per S rispetto ad A sono effettivamente frame e modelli di Routley-Meyer per S, c’è bisogno di una lunga serie di risultati parziali che adesso andremo a illustrare.

Innanzitutto diamo l’enunciato del lemma di estensione, un risultato dovuto a N. Belnap che risale ai primi anni ’70. Per una dimostrazione si consulti, ad esempio, (Restall 200+(.

Proposizione 3.13:

(i) Se T è una HRW-teoria A-consistente e non vuota, allora esiste una HRW-teoria T’ A-consistente, non vuota e prima t. c. T’(T.

(ii) Se M è un insieme di formule non vuoto chiuso rispetto alla disgiunzione, T è una HRW-teoria non banale e M(T=(, allora esiste una HRW-teoria T’ non banale e prima t. c. T’(T e M(T’=(.

Osservazione: Si noti che la dimostrazione di prop. 3.13 dipende strettamente dalla presenza di (F31) A((B(C)((A(B)(C in HRW, pertanto l’argomento di Belnap non è estendibile alle altre logiche sottostrutturali non distributive.

Con questo risultato è possibile dimostrare dei fatti importanti che riguardano la relazione canonica R di accessibilità:

1) Il lemma di “squeeze”

Proposizione 3.14 (lemma di “squeeze”):
(i) Siano x e y delle S-teorie non vuote, e sia z una S-teoria prima e non banale. Se vale Rxyz allora esiste una S-teoria non banale e prima w(x t.c. Rwyz

Dim: per dimostrare l’esistenza di una S-teoria non banale e prima w(x t.c. Rwyz applichiamo la proposizione 3.13.(ii) a x e all’insieme X=(A( (B, C (B(y, C(z e S⊦A((B(C)(.

Innanzitutto dobbiamo dimostrare che l’insieme X soddisfa le ipotesi di prop. 3.13.(ii).

X deve essere chiuso sotto disgiunzione. Supponiamo che A e D appartengano a X, per ipotesi (B, C, E, F(For£7 t.c. B, E(y; C, F(z; S⊦A((B(C) e S⊦D((E(F); dobbiamo dimostrare che (G, H t.c. G(y, H(z e S⊦A(D((G(H).

Innanzitutto dalle ipotesi per (F2), (F6) e (F7) si ottiene che S⊦A(D((B(C)((E(F); da questo risultato per (F2), (F4), (F5), (F6) e (F7), si ha che S⊦A(D((B(E(C(F).

Dal fatto che y, z sono S-teorie e che inoltre z è prima segue che B(E(y e C(F(z, per cui A(D(X dimostrando la chiusura di X sotto la disgiunzione.

Dimostriamo che X non è vuoto, infatti per le ipotesi esistono (B, C t c. B(y, C(z e S⊦(B(C)((B(C); quindi B(C(X.

Rimane da dimostrare che x(X=(. Supponiamo per assurdo che A(x(X. Se A(X allora esistono B(y e C(z t.c. S⊦A((B(C); ma siccome A(x allora anche B(C(x in quanto x è una S-teoria; dalla definizione di Rxyz si ricava che C(z contro l’ipotesi.

Si è dimostrato che x e X soddisfano le ipotesi di prop. 3.13.(ii), quindi esiste una S-teoria non banale e prima w(x t.c. w(X=(. Ora rimane solo da dimostrare che vale Rwyz.

Supponiamo che A(y e A(B(w, quindi A(B(X, cioè per ogni C, D, se S⊦(A(B)((C(D), A(B(x e C(y allora D(z; ponendo C=A e D=B si ottiene B(z.

(ii) Siano y, z S-teorie non vuote e sia x una S-teoria non banale e prima. Se vale Rxyz e B(z allora esistono w, u S-teorie non banali e prime t.c. Rxwu, y(w e B(u.

Dim: Per la proposizione 3.13.(i) se B non appartiene a z S-teoria non vuota allora esiste u S-teoria non banale, prima e B-consistente t. c. z(u. Per dimostrare che esiste w(y S-teoria prima e non banale procediamo in modo analogo alla dimostrazione del punto (i).

Consideriamo l’insieme Y=(C( (D (D(u e C(D(x)( e dimostriamo che è chiuso sotto disgiunzione e che y(Y=(.

Se A, E(Y allora (B, F t.c. B, F(u e A(B, E(F(x, cioè (A(B)((E(F)(x. Innanzitutto notiamo che per (F51) S⊦(A(B)((E(F)((A(E(B(F). Per la chiusura di x sotto implicazione S-dimostrabile si ottiene A(E(B(F(x e B(F(u in quanto u è una S-teoria prima; perciò A(E(Y.

Dimostriamo che Y non è vuoto, infatti per le ipotesi esistono (B, D t c. B(x, D(u e per (F3’) si ha che (B(D)(D(x ;quindi B(D(Y.

Infine supponiamo per assurdo che A(y(Y, ciò significa che (B t.c. B(u e A(B(x, siccome vale Rxyz e A(y allora B(z contro l’ipotesi.

Per prop. 3.13.(ii) allora esiste w(y non banale e prima t.c. w(Y=(.

Dimostriamo da ultimo che vale Rxwu. Supponiamo che F(G(x e F(w, per come è stato ricavato w per ogni formula H(For£7, o H(u oppure F(H(x, prendendo G=H si ottiene Rxwu.

Osservazione: La dimostrazione della proposizione 3.14 continua a valere qualora si sostituisca le S-teorie con T-S-teorie, anche se bisogna naturalmente apportare le dovute modifiche alle dimostrazioni. Per dimostrare prop. 3.14.(i) invece dell’insieme X sarà necessario prendere X’=(A( (B, C (B(y, C(z  e A((B(C)(T(. Tale versione modificata del lemma di “squeeze” è dimostrabile in quanto anche la Proposizione 3.13 continua a valere sostituendo le S-teorie con T-S-teorie.

2) Il lemma di Slaney

Dimostriamo ora un altro risultato parziale, ma fondamentale ai fini della costruzione del frame canonico per S rispetto ad A, in quanto ci assicura l’appartenenza a W della S-teoria 1. Questo risultato è dovuto a J. K. Slaney che lo ha esposto in [Slaney 1987(. 

Proposizione 3.15 (lemma di Slaney): Se A(For£7 non è un teorema di S, allora esiste una S-teoria T regolare, separata, prima e A-consistente.

Anche per dimostrare questo lemma bisogna passare per una serie di risultati parziali.

Lemma 3.16: Se A(For£7 non è un teorema di S, allora esiste una S-teoria T regolare, separata e A-consistente.

Dim: Per prima cosa introduciamo il concetto di derivazione di una formula A da un insieme X di formule in una sistema S come la dimostrazione della formula A dagli assiomi di S più le formule contenute in X. Con un abuso di notazione, in questo paragrafo solamente, indicheremo la derivazione in S di una formula A dall’insieme di formule X con X⊦A.

Il passo successivo nella dimostrazione consiste in una costruzione simile a quella del lemma di Lindenbaum. Innanzitutto si enumerano le formule di S come B1, B2, B3,  . . . , Bn, . . . e si definisce una sequenza di insiemi Ti t.c.:

1) T0 = (
2) Ti+1 = Ti se esiste una derivazione di A da Ti({Bi+1(, cioè se Ti({Bi+1(⊦A.

    Ti({Bi+1( altrimenti, cioè se non Ti({Bi+1(⊦A.

Infine sia T=⊔i(I Ti
Si dimostra che l’insieme T così definito è una S-teoria, che è regolare, separata e non contiene A.

Per prima cosa notiamo che per ogni i(I, non Ti⊦A: infatti non T0⊦A in quanto A non è un teorema di S. Per il passo induttivo supponiamo che non Ti⊦A, se Ti+1=Ti allora non Ti+1⊦A, se Ti+1=Ti({Bi+1( questo significa che non Ti({Bi+1(⊦A, perciò in entrambi i casi si ha non Ti+1⊦A.

Inoltre si faccia attenzione al seguente fatto: (lemmino) se F1, F2, . . . , Fn(T allora non esiste un indice j(I t. c. Tj((F1, F2, . . . , Fn(⊦A.

Supponiamo, innanzitutto, che Fk sia tra le F1, F2, . . . , Fn la formula con indice maggiore nell’enumerazione e poniamo Fk=Bm, si ricava che Tm è il membro con indice minore tra i Ti che contengono F1, F2, . . . , Fn; inoltre, per quanto dimostrato precedentemente, non Tm⊦A.

Supponiamo per assurdo che F1, F2, . . . , Fn(T e che esista un indice w per il quale Tw((F1, F2, . . . , Fn(⊦A;  a questo punto possono darsi due casi:

1) w(m; cioè Tw((F1, F2, . . . , Fn((Tm, ma se Tw((F1, F2, . . . , Fn(⊦A allora deve essere anche Tm⊦A contro l’ipotesi.

2) w(m; ma allora, per la costruzione dei Ti, si ha F1, F2, . . . , Fn(Tw e non Tw⊦A, per cui questo caso non può darsi.

Con questo si conclude la dimostrazione del lemmino. Passiamo ora a considerare una ad una le varie condizioni da verificare su T.

T è chiuso sotto congiunzione: supponiamo che C e D appartengano a T ma che C(D(T, supponiamo inoltre che C(D appaia al j-esimo posto della enumerazione delle formule di S. Siccome C(D(T allora Tj(1((C(D(⊦A, ma anche Tj(1((C, D(⊦A tramite un’ulteriore applicazione di (R2). Per il lemmino precedentemente dimostrato si ricava che C, D(T, contro le ipotesi.

T è regolare: A non è un teorema di S, perciò se B è un assioma di S che appare nel k-esimo posto dell’enumerazione allora A non è derivabile da Tk-1({B} perché vorrebbe dire che A è già derivabile in Tk-1, e quindi B(Tk e di conseguenza B(T.

T è separata: supponiamo che C e C(D appartengano a T ma che D(T, supponiamo inoltre che D appaia al j-esimo posto della enumerazione delle formule di S. Abbiamo posto che D=Bj, siccome D(T allora Tj(1((D(⊦A, ma anche Tj(1((C, C(D(⊦A tramite un ulteriore applicazione di (R1). Per il lemmino precedentemente dimostrato si ricava che C, C(D(T, contro le ipotesi.

T è A-consistente: questo vale perché supponendo che A si trova nel k-esimo posto dell’enumerazione allora A è derivabile da Tk(1({A}, quindi Tk=Tk-1 e A(T.

Abbiamo dimostrato che T è un insieme regolare e separato, quindi per prop. 1.10.(iii) non è necessario verificare la chiusura sotto implicazione S-dimostrabile. In questo modo si è ottenuta una S-teoria regolare, separata e A-consistente.

Osservazione: Non c’è nessuna garanzia che la teoria T appena definita sia anche prima; come osserva Slaney, “a causa della debolezza dei sistemi logici in questione, le teorie ottenute tramite costruzioni à la Lindenbaum tendono ad essere troppo grandi, includendo una disgiunzione anche se non includono nessuno dei disgiunti”
. Per ottenere il risultato desiderato, Slaney applica una metavalutazione sulle formule B appartenenti a T, sul modello di quella applicata da Meyer in (Meyer 1976a(, per dimostrare l’ammissibilità del sillogismo disgiuntivo nel sistema HR.

Definizione 3.17: Dato un insieme di formule T definiamo due insiemi di formule mT e m’T di modo che vengano rispettate le seguenti condizioni:

1a) p(mT sse p(T

2a) A(B(mT sse A(mT e B(mT
3a) A(B(mT sse A(mT o B(mT
4a) (A(mT sse A(mT e A(m’T e (A(T
5a) A(B(mT sse A(B(T e se A(mT allora B(mT e se A(m’T allora B(m’T
6a) 1(mT sse 1(T
1b) p(m’T sse p(T o (p(T
2b) A(B(m’T sse A(m’T e B(m’T
3b) A(B(m’T sse A(m’T o B(m’T
4b) (A(m’T sse A(mT
5b) A(B(m’T sse se A(mT allora B(m’T
6b) 1(m’T sse 1(T o (1(T
Osservazioni: 

1) La metavalutazione sulle formule B di T è stata data solo per le variabili pro

posizionali, la costante 1 e i connettivi (, (, (, (, in quanto gli altri connettivi (0, (, () sono definibili in HRW per mezzo di questi e (F11), (F12) e (F22).

2) Una possibile lettura intuitiva dei due insiemi di formule mT e m’T è di considerare il primo come corrispondente a 1, il mondo della logica, mentre il secondo corrisponderebbe a 1(. Nel lemma 3.21 vedremo che in effetti è questo ciò che accade nel caso in cui T soddisfi determinate condizioni.

Lemma 3.18: Se T è una S-teoria allora mT(T.

Dim: Si dimostra per induzione sulla complessità di A(For£7, che se A(mT allora A(T

Se A è una variabile preposizionale p allora il teorema vale per (1a). 

Se A=1 allora il teorema vale per (6a).

Se A=(B; per (4a) (B(T
Se A=B(C; per (5a) B(C(T

Se A=B(C; per (2a) B(mT e C(mT e per ipotesi d’induzione B(T e C(T, T è una S-teoria e quindi B(C(T.

Se A=B(C; per (3a) B(mT o C(mT e per ipotesi d’induzione B(T o C(T; per (F6) si ottiene B(C(T.

Lemma 3.19: Per ogni insieme di formule T si ha mT(m’T.

Dim: Anche questa dimostrazione è per induzione sulla complessità di A(For£7.

Se A è una variabile preposizionale p, allora per il lemma 3.18, p(mT implica p(T e per (1b) p(m’T.

Se A=1 allora per il lemma 3.18, 1(mT implica 1(T e per (6b) 1(m’T
Se A=(B; per (4a) B(mT e per (4b) (B(m’T
Se A=B(C; per (5a) se B(mT allora C(mT, per ipotesi induttiva C(m’T, e quindi B(C(m’T per (5b).

Se A=B(C; per (2a) B(mT e C(mT e per ipotesi d’induzione B(m’T e C(m’T; infine, per (2b), B(C(m’T.

Se A=B(C; per (3a) B(mT o C(mT e per ipotesi d’induzione B(m’T o C(m’T; per (3b) si ottiene B(C(m’T.

Lemma 3.20: Sia T è una S-teoria. Se A(m’T allora (A(T.

Dim: terza dimostrazione sulla complessità della formula.

Se A è una variabile preposizionale p allora per (1b) (p(T.

Se A=1 allora per (6b) (1(T.

Se A=(B; per (4b) B(mT, per il lemma 3.18, B(T e per (F9’) ((B(T.

Se A=B(C; per (5b) B(mT ma C(m’T, dal lemma 3.18 segue che B(T e per ipotesi induttiva (C(T, quindi B((C(T.  Da (F65) segue che B((C(T e per (F11), (F9) si ottiene ((B(C)(T.

A=B(C: per (2b) B(m’T o C(m’T e per ipotesi d’induzione (B(T o (C(T. Per (F6) (B((C(T, e per (F18) ((B(C)(T.

A=B(C; per (3b) B(m’T e C(m’T e per ipotesi d’induzione (B, (C(T. Siccome T è una S-teoria allora (B((C(T, e per (F17) ((B(C)(T.

Corollario ai lemmi 3.19 e 3.20: Sia T una S-teoria; allora A(m’T sse (A(mT.

Dim: Da sx a dx; per (4a) bisogna dimostrare che 1) A(mT, 2) A(m’T e 3) (A(T. (1) segue da A(m’T per il lemma 3.19; (2) vale per le ipotesi; (3) vale per il lemma 3.20.

Da dx a sx, per (4a) si ottiene A(m’T.

Osservazioni:

1) Nell’osservazione precedente si è già fatto notare che il lemma 3.16 fornisce una teoria T troppo “grande” per poter svolgere il ruolo del mondo della logica 1 nel modello canonico. La definizione 3.17 ci consente di “ritagliare” da T, come risulta verificato dal lemma 3.18, la parte che ci interessa. Il corollario ai lemmi 3.19 e 3.20 conferma la lettura intuitiva data nell’Osservazione precedente di mT come 1 di m’T come 1*; infatti tale corollario afferma che (A appartiene a mT sse A non appartiene a m’T. 

Ora abbiamo tutti gli strumenti per poter dimostrare l’ultimo lemma dal quale, in congiunzione con i lemmi 3.16 e 3.18 e il corollario ai lemmi 3.19 e 3.20, segue la proposizione 3.15.

Lemma 3.21: Se T è una S-teoria regolare, separata e A-consistente, allora mT  di def. 3.7 è una S-teoria regolare, separata, A-consistente e prima.

Dim: Consideriamo una ad una le varie condizioni da verificare su T.

mT è una S-teoria: mT è chiusa sotto ( per (2a), per dimostrare che se A(mT e S⊦A(B allora B(mT  basta dimostrare che mT è regolare e separata e applicare la prop. 1.10.(iii).

mT è separata: supponiamo che A, A(B(mT allora, per (5a), B(mT .

mT è regolare: poiché ogni assioma di S è della forma A(B si devono dimostrare tre cose: 1) A(B(T; 

2) se A(mT allora B(mT, 

3) se A(m’T allora B(m’T.

(1) è banale in quanto segue da A(B(mT per il lemma 3.18, basta quindi limitarsi a dimostrare (2) e (3) per ciascun assioma di S; diamo alcuni esempi.

(F1) Se A(mT allora A(mT e se A(m’T allora A(m’T. Quindi A(A(mT.
(F2) Se A(B(mT allora (B(C)((A(C) deve appartenere a mT, anche in questo caso bisogna verificare che 1) (B(C)((A(C)(T; 2) se B(C(mT allora A(C(mT, 3) se B(C(m’T allora A(C(m’T. (1) è banale. Per dimostrare (2) dimostriamo (2c) se A(mT allora C(mT e (2d) se A(m’T allora C(m’T.

(2c) da A(mT con A(B(mT  segue B(mT, siccome B(C(mT si ha C(mT.

(2d) da A(m’T con A(B(mT  segue B(m’T, siccome B(C(mT si ha C(m’T.

Per dimostrare (3) bisogna dimostrare che se A(mT allora C(m’T , questo segue da B(mT e da B(C(m’T.

Se A(B(m’T allora (B(C)((A(C) deve appartenere a m’T, cioè se B(C(mT, allora A(C(m’T. Se A(mT allora B(m’T per (5b); da B(m’T e B(C(mT si ha per (5a) che C(m’T.

(F5) Se (A(B)((A(C)(mT allora (A(B), (A(C)(mT per (2a); bisogna dimostrare che 1) A(B(C(T, 2) se A(mT allora B(C(mT, 3) se A(m’T allora B(C(m’T; come si è detto basta dimostrare (2) e (3). 

Per (2); se A(mT allora B, C(mT, cioè B(C(mT. Per (3); se A(m’T allora B, C(m’T, cioè B(C(m’T.

Se (A(B)((A(C)(m’T allora (A(B), (A(C)(m’T per (2b); bisogna dimostrare che se A(mT allora B(C(m’T. Dalle ipotesi si ottiene B, C(m’T, che per (2b) danno il risultato desiderato.

(F9’’) Bisogna dimostrare che se ((A(mT allora A(mT; per le ipotesi e (4a) (A(m’T e per (4b) A(mT.

Se ((A(m’T allora (A(mT, quindi, per il corollario ai lemmi 3.19 e 3.20 si ottiene A(m’T.

(F10’) Bisogna dimostrare che se A((B(mT allora anche B((A(mT, cioè 1) se B(mT allora (A(mT e 2) se B(m’T allora (A(m’T.

Per (1); se fosse (A(mT allora, per il corollario ai lemmi 3.19 e 3.20, A(m’T e quindi (B(m’T; per (4b) si ottiene B(mT contro l’ipotesi.

Per (2); se fosse (A(m’T allora A(mT e quindi (B(mT; per (4a) si ottiene B(m’T contro l’ipotesi.

Supponiamo infine che A((B(m’T e B(mT, dobbiamo dimostrare che (A(m’T. Se fosse (A(m’T allora A(mT e quindi (B(m’T, cioè B(mT contro l’ipotesi.

mT è prima: questo segue dalla clausola (3a).

mT è A-consistente: Se A appartenesse a mT allora per il lemma 3.18 anche T conterrebbe A contraddicendo la sua A-consistenza.

Osservazioni: 

1) Il lemma di Slaney, sebbene sia indispensabile per trattare il caso S=HRW, non è più necessario già per S=HR. Infatti l’esistenza di una HR-teoria  regolare, prima e A-consistente è assicurata dalla prop. 3.13.(i), prendendo come T la logica HR stessa. L’appartenenza di 1 a W è invece garantita dalla prop. 1.10.(ii).

Per sistemi in cui non è dimostrabile (F66) A((A(B)(B come HRW, si può dare il caso che esista pur sempre una HRW-teoria regolare, prima e A-consistente, ma che non sia separata e quindi non appartenga a W.

2) Nella sua forma originaria il risultato ottenuto da Slaney è più forte di quello appena dimostrato in quanto, posto che A(For£7 non è un teorema di S, afferma l’esistenza di una S-teoria regolare, separata, prima e A-consistente per S che è un sistema formale anche molto più debole di HRW. 

3) Sempre in (Slaney 1987(, si dimostra che l’insieme dei teoremi di HRW è una teoria regolare, separata, prima e consistente. Questo rende possibile prendere proprio l’insieme dei teoremi di HRW come teoria T delle prop. 3.15. Tale scelta viene scartata dallo stesso Slaney in base a considerazioni di carattere filosofico; le costruzioni dei lemmi appena dimostrati vengono giustificate in base all’esigenza di “fornire teorie normali che assomigliano in qualche modo al mondo reale . . . è, infatti, desiderabile che ci siano modelli che rispecchino la realtà, in cui ci sono molte altre verità oltre a quelle date dalla Pura Ragione”
.

3) Il teorema di completezza

Possiamo ora procedere oltre nella dimostrazione della completezza dei diversi sistemi di logica della rilevanza presi in considerazione rispetto ai frame di Routley–Meyer. 

Il prossimo passo sarà dimostrare che il frame canonico per S rispetto ad A è in effetti un frame di Routley-Meyer per S.

Proposizione 3.22: Il frame canonico per S rispetto ad A è un frame per S.

Dim: W è l’insieme delle 1-S-teorie non banali e prime e R è una relazione su W. L’esistenza di 1, cioè di una S-teoria prima, regolare e A-consistente è assicurata dal lemma 3.15 appena dimostrato; che 1 appartenga a W è assicurato dal fatto che 1 è separata, inoltre 1 non è banale in quanto regolare e A-consistente.

Bisogna dimostrare che la funzione ( è una funzione da W in W, cioè se x è una 1-S-teoria non banale e prima allora anche x( lo è: supponiamo che C(x( e C(D(1, per definizione di x( si ha (C(x, per (F10) si ha che (D((C(1. Se fosse D(x( allora (D(x e dal fatto che x è una 1-S-teoria seguirebbe (C(x contro l’ipotesi; quindi D(x(. 

Inoltre se C, D(x( allora (C, (D(x e siccome x è prima (C((D(x, ma per (F18) nemmeno ((C(D)(x, cioè C(D(x(.

Supponiamo che C(D(x(, cioè ((C(D)(x, ma che C, D(x(, ciò significa che (C, (D(x, cioè (C((D(x; per (F17) si ottiene che ((C(D)(x contro l’ipotesi, quindi o C o D(x(.

Infine supponiamo che B(x e C(x, per la definizione di x( si ha che (B(x( e (C(x(, quindi anche x( non è banale.

Passiamo ora a dimostrare che la relazione R soddisfa le condizioni (AR1)-(AR4) nei frame per HRW, le condizioni (AR1)-(AR5) nei frame per HR, le condizioni (AR1)-(AR6n) nei frame per HRMn (per n(1) e le condizioni (AR1)-(AR4) e (AR7) nei frame per HAD.

(AR1) Se A(B(1 e A(x allora B(x in quanto x è una 1-S-teoria.

(AR2) Se vale Rxyz allora per ogni A, B se A(B(x e A(y segue che B(z; per dimostrare che vale anche Ryxz supponiamo che C(D(y e C(x.

(F3’) C(((C(D)(D)(1 e quindi (C(D)(D(x, dalle ipotesi segue che D(z e quindi Ryxz vale.

(AR3) Se vale R2(xy)zw significa che esiste x’ t. c.

a) per ogni A, B, se A(B(x e A(y allora B(x’ 

b) per ogni A, B, se A(B(x’ e A(z allora B(w
 Si deve dimostrare che vale R2(xz)yw, bisogna cioè trovare una 1-S-teoria prima e non banale x’’ t. c. 

c) per ogni A, B, se A(B(x e A(z allora B(x’’ 

d) per ogni A, B, se A(B(x’’ e A(y allora B(w.

Prendiamo x’’’=(C((B (B(z e B(C(x( e dimostriamo che esiste una 1-S-teoria che soddisfa le condizioni richieste.

x’’’ è chiusa sotto (: se B, D(x’’’ allora (A, C(z t.c. A(B, C(D(x, bisogna trovare E(z t.c. E(B(D(x. Osserviamo che (A(B)((C(D)(x e (F50) (A(B)((C(D)((A(C(B(D)(1, perciò A(C(B(D(x e per ottenere il risultato desiderato basta prendere E=A(C(z.

x’’’ è chiusa sotto 1-implicazione: Supponiamo che A(B(1 e che A(x’’’, bisogna dimostrare che B(x’’’, cioè che (D(z t.c. D(B(x. Dalle ipotesi si ricava che (C(z t.c. C(A(x, inoltre (F2’) (A(B)(((C(A)((C(B))(1, quindi anche (C(A)((C(B)(1; dal fatto che x è chiusa sotto 1-implicazione si ricava che C(B(x, quindi per ottenere il risultato desiderato basta prendere D=C.

Dal fatto che x’’’ è chiusa sotto ( e 1-implicazione si ricava che x’’’ è una 1-S-teoria; inoltre x’’’ non è vuota, infatti per D(x e B(z si ha per (F8’) D((B(D(B) che B(D(B(x e quindi D(B(x’’’.

Da ultimo dimostriamo che x’’’ così definito soddisfa le condizioni (c) e (d): supponiamo che A(B(x e A(z, si deve dimostrare che B(x’’’, cioè che esiste D(z t. c. D(B(x; si vede immediatamente che è sufficiente prendere D=A.

Supponiamo che A(B(x’’’ e A(y, si deve dimostrare che B(w. Per le ipotesi (C(z t. c. C((A(B)(x. Per (F3) A((C(B)(x e quindi C(B(x’; questo, insieme al fatto che C(z, implica che B(w.

A questo punto si è ottenuta una 1-S-teoria x’’’ non vuota che soddisfa (c) e (d). Per la proposizione 3.14, x’’’ può essere estesa ad una 1-S-teoria x’’ non banale e prima che soddisfa ancora le condizioni poste.

(AR4) Se vale Rxyz e w(x allora per ogni A, B, se A(B(x e A(y segue che B(z e se A(B(1 e A(w segue che B(x. Per dimostrare che vale Rwyz supponiamo che C(D(w e C(y, bisogna dimostrare che D(z. Da (F1) (C(D)((C(D)(1 per la seconda ipotesi segue che C(D(x, da C(y si ottiene che D(z.

(AR5) Dimostrare che vale Rxxx equivale a dimostrare che per A, B, se A(B(x e A(x allora B(x, cioè che una HR-teoria è separata; questo è stato dimostrato in prop. 1.10.(ii).

(AR6n) Limitiamoci al caso n=1. Si deve dimostrare che se vale Rxyz allora o x(z o y(z. Supponiamo per assurdo che per ogni A, B, se A(B(x e A(y allora B(z ma che non valga né x(z né y(z, cioè (C, D, E, F, t. c. C(E, D(F(1, C(x, D(y ma E, F(z; per prima cosa osserviamo che E(x e F(y.

Per (F3’) (E((F)((F(x, per (F10’) F(((E((F)(x. Siccome F(y si ha che ((E((F)(z; per (F11) ((E((F) è equivalente a E(F. Per (F69) si ottiene che E(F(z, ma siccome z è prima si avrebbe E oppure F appartenente a z contro le ipotesi.

(AR7) Supponiamo che per ogni A, B, se A(B(x e A(y allora B(z e che C appartenga a y; per prop. 1.10.(iv) x è regolare perché non banale e quindi (F1) C(C(x, perciò anche C(z per le ipotesi.

Da ultimo verifichiamo che le condizioni ((1) e ((2) per la negazione.

((1) x((=(B( (B(x((=(B( ((B(x( e per (F9) x((=(B( B(x(=x.

((2) Supponiamo che valga Rxyz, cioè per ogni A, B, se A(B(x e A(y allora B(z, e che C(D(x e C(z(, dobbiamo dimostrare D(y(. Dalle ipotesi si ricava che (C(z; se fosse D(y( allora (D(y e per le ipotesi e (F10) si avrebbe (D((C(x e (C(z contraddicendo (C(z.

Si deve ora dimostrare che il modello canonico M = <(, v> per S rispetto ad A è un modello di Routley-Meyer per S. Si è appena dimostrato che ( è in effetti un frame per S, rimane da verificare che la valutazione canonica v, per come è stata definita in def. 3.12, rispetta le clausole della definizione 3.3.

Proposizione 3.23: Il modello canonico M = <(, v> per S rispetto ad A è un modello di Routley-Meyer per S.

Dim: Per prima cosa verifichiamo che la valutazione canonica v rispetti la condizione di ereditarietà: supponiamo che C(x e che x(y, bisogna dimostrare che C(y. Dalle ipotesi si ricava che per ogni A, B, se A(B(1 e A(x allora B(y, ma (F1) C(C(1 e quindi C(y.

Verifichiamo una alla volta le clausole per la valutazione v.

1) 1(x sse 1(x
Da sx a dx: Supponiamo che A(1, per (F21) anche 1(A(1; siccome 1(x segue che A(x.

Da dx a sx: In S si dimostra (F21’) 1 e quindi 1(1, dato che 1(x si ha che 1(x.

2) 0(x sse non 1(x(
Da sx a dx: Bisogna dimostrare che esiste B t.c. B(1 e B(x(, cioè (B(x; basta prendere B=1 per ottenere il risultato desiderato.

Da dx a sx: Se non 1(x( allora esiste B t.c. B(1 e B(x(, cioè (B(x. Per (F20) anche B(0(x e siccome (F3’) B(((B(0)(0)(1 si ha che 0(x.

3) A(B(x sse (y, z (Rxyz e A(y implicano B(z)

Da sx a dx: Segue banalmente per come è stata definita R su W.

Da dx a sx: Supponiamo che se valgono (i) per ogni C, D, se C(D(x e C(y allora D(z e (ii) B(y, allora si abbia C(z; bisogna dimostrare che B(C(x.

Dimostriamo per contrapposizione che se B(C(x allora esistono y, z 1-S-teorie non banali e prime t. c. (i) vale, B(y ma C(z.

Definiamo due insiemi y’=(D( B(D(1( e z’=(E( B(E(x(; da queste definizioni e da B(B(1 e B(C(x segue che B(y’ e C(z’. 

Innanzitutto dimostriamo che (i) vale: se F(G(x e F(y’ allora B(F(1 e per (F2) si ha (F(G)((B(G)(1; dalle ipotesi si ricava che B(G(x, cioè G(z’.

Ora si deve dimostrare che y’ e z’ sono 1-S-teorie prime.

y’ e z’ sono chiuse rispetto a (: se A, C(y’ allora B(A, B(C(1 e per (F5) B(A(C(1, quindi A(C(y’. Se A, C(z’ allora B(A, B(C(x e sempre per (F5) B(A(C(x, quindi A(C(z’.

y’ e z’ sono chiuse rispetto alla 1-implicazione: supponiamo che F(G(1 e che F(y’, cioè B(F(1; per (F2) si ottiene B(G(1 e quindi G(y’. Supponiamo che F(z’, cioè B(F(x, e F(G(1; per (F2’) si ottiene che (B(F)((B(G)(1, quindi B(G(x e G(z’.

Infine dimostriamo che y’ e z’ non sono vuote. Si è già mostrato che B(y’, inoltre per ipotesi D(x e per (F8’) D((B(D(B) si ottiene che B(D(B(x, quindi D(B(z’.

A questo punto si è dimostrato che y’, z’ sono due 1-S-teorie non vuote, x è non banale e prima, z’ è C-consistente e vale Rxy’z’; per la prop. 3.14.(ii) esistono y(y’, z 1-S-teorie non banali e prime t.c. Rxyz, B(y e C(z.
4) A(B(x sse (y, z (Rxyz e A(y( implicano B(z)

Da sx a dx: Supponiamo che (i) per ogni A, B, se A(B(x e A(y allora B(z, (ii) C(D(x e C(y(. Dalle ipotesi e (F12) segue che (C(D(x e siccome (C(y, allora D(z.

Da dx a sx: Supponiamo che se valgono (i) per ogni C, D, se C(D(x e C(y allora D(z e (ii) B(y(, allora C(z; bisogna dimostrare che B(C(x. Dimostriamo per contrapposizione che se B(C(x allora esistono y, z 1-S-teorie prime t. c. (i) vale, B(y( ma C(z.

Definiamo y’=(D( (B(D(1( e z’=(E( (B(E(x(; da queste definizioni e da (B((B(1 e (B(C(x segue che (B(y’ e C(z’.

Innanzitutto dimostriamo che (i) vale: se F(G(x e F(y’ allora (B(F(1 e per (F2) si ha (F(G)(((B(G)(1; dalle ipotesi si ricava che (B(G(x, cioè G(z’. 

Ora si deve dimostrare che y’ e z’ sono 1-S-teorie prime.

y’ e z’ sono chiuse rispetto a (: se A, C(y’ allora (B(A, (B(C(1 e per (F5) (B(A(C(1, quindi A(C(y’. Se A, C(z’ allora (B(A, (B(C(x e sempre per (F5) (B(A(C(x, quindi A(C(z’.

y’ e z’ sono chiuse rispetto alla 1-implicazione: supponiamo che F(G(1 che F(y’, cioè (B(F(1, per (F2) si ottiene (B(G(1 e quindi G(y’. Supponiamo che F(z’, cioè (B(F(x, e F(G(1; per (F2’) si ottiene che ((B(F)(((B(G)(1, quindi (B(G(x e G(z’.

Infine dimostriamo che y’ e z’ non sono vuote. Si è già mostrato che (B(y’, inoltre per ipotesi D(x e per (F8’) D(((B(D((B) si ottiene che (B(D((B(x, quindi D((B(z’.

A questo punto si è dimostrato che y’, z’ sono due 1-S-teorie non vuote, x è non banale e prima, z’ è C-consistente e vale Rxy’z’; per la prop. 3.14.(ii) esistono y(y’, z 1-S-teorie non banali e prime t.c. Rxyz, (B(y (e quindi B(y() e C(z.

5) A(B(x sse (y, z (Ryzx e A(y e B(z)

Da sx a dx: supponiamo che A(B(x, bisogna dimostrare che (y, x 1-S-teorie non banali e prime t.c. vale Ryzx, A(y e B(z.

Se A(B(x allora per (F11) ((A((B)(x il che equivale a dire che A((B(x(. Come è stato dimostrato al punto (3) è possibile trovare h, k 1-S-teorie non banali e prime t. c. Rx(hk vale, A(h e (B(k (cioè B(k(). Si è dimostrato che la relazione R è t.c. Rx(hk implica Rhx(k e Rhk(x((, il che equivale a Rhk(x. Prendendo h e k( quali 1-S-teorie cercate si ottiene quindi il risultato desiderato.

Da dx a sx: supponiamo che (i) per ogni A, B, se A(B(y e A(z allora B(x e (ii) A(y e B(z, bisogna dimostrare che A(B(x. Per (F8’) B((A(B)(y e da (i) e B(z segue che A(B(x.

6) A(B(x sse A(x e B(x
Da sx a dx: segue da (F4) 

Da dx a sx: segue dal fatto che x è una 1-S-teoria.

7) A(B(x sse A(x o B(x
Da sx a dx: segue dal fatto che x è una 1-S-teoria prima 

Da dx a sx: segue da (F6)

8) (A(x sse A(x(
Segue dalla definizione di x( 

Ora che si è dimostrato che il modello canonico per S rispetto ad A è effettivamente un modello per S, non resta che far vedere come A non sia valida in questo modello.

Proposizione 3.24 (teorema di completezza): Se A(For£7 è una formula S-valida allora A è dimostrabile in S.

Dim:  All’inizio si è posto che A non fosse un teorema di S. Se A fosse valida nel modello canonico di S rispetto ad A allora 1⊧A, per come è stata definita la valutazione v ciò significherebbe che A(1 contraddicendo la A-consistenza di 1.

d) Completezza e correttezza per SL

Con questo si conclude la dimostrazione di completezza per i sistemi HRW, HR, HRMn per n(1, e HAD rispetto ai frame di Routley-Meyer.

Ora mostreremo brevemente come sia possibile utilizzare la semantica relazionale anche per dimostrare la correttezza e la completezza dei calcoli HRW, HR, HRMn per n(1, e HAD provvisti delle costanti reticolari T e (, cioè di HRWL, HRL, HRMnL per n(1, HADL. Naturalmente è necessario apportare alcune modifiche, la più banale è l’estensione del linguaggio da £7 a £9. In quanto segue SL varia su (HRWL, HRL,HRMnL per n(1, HADL(.

La prima modifica da apportare per dimostrare il risultato di correttezza è un’integrazione nella definizione 3.3.

Definizione 3.25: Sia ( = <W, 1, (, R> un frame di Routley-Meyer e (F, V( l’insieme costituito dai due valori di verità; una valutazione (relazionale) v di For£9 con valori in ( è una funzione da For£9 ( W a (F, V( t. c. vengano soddisfatte le condizioni (Er), (1)-(8) di def 3.3 e inoltre:

9) x⊧T per ogni x(W,

10) non esiste x(W t. c. x⊧(.

Le definizioni 3.4, 3.5 e 3.6 non vengono in alcun modo modificate tranne per il fatto che il linguaggio £7 è sostituito da £9 e S da SL, a questi particolari non verrà più fatto riferimento in seguito. Bisogna invece integrare la proposizione 3.7, dimostriamo quindi che il lemma di ereditarietà vale per ogni A(For£9.
Proposizione 3.26 (lemma di ereditarietà): In un modello di Routley-Meyer M = <(, v>,  per ogni A(For£9, se x⊧A e x(y allora y⊧A.

Dim: Per prop. 3.7 sarà sufficiente limitarsi a considerare i casi A=T, (.
A=T; se x⊧T e x(y allora y⊧T banalmente per la clausola per T.

A=(; per ogni x(W non x⊧T e quindi l’ipotesi è falsificata.

La proposizione 3.8 continua a valere per A, B(For£9. A questo punto abbiamo tutti gli strumenti necessari per dimostrare la correttezza dei calcoli HRWL, HRL, HRMnL per n(1 e HADL, rispetto ai frame di Routley-Meyer per SL. Nella dimostrazione del teorema ci limiteremo a verificare la correttezza dei postulati per le costanti reticolari T e (, facendo riferimento per il resto alla proposizione 3.9.

Proposizione 3.27 (teorema di correttezza): per ogni A(For£9, se SL⊦A allora A è SL-valida.

Dim:

(F24); bisogna dimostrare che se x⊧A allora x⊧T; questo segue per la clausola per T della valutazione v.

(F25); bisogna dimostrare che se x⊧( allora x⊧A; questo segue dal fatto che l’antecedente dell’implicazione non è mai soddisfatto.

Con questo termina la dimostrazione di correttezza che, come abbiamo appena visto, non pone molte difficoltà. La dimostrazione di completezza di SL rispetto ai frame di Routley-Meyer segue direttamente da quella appena fornita per S e da una piccola osservazione sulle formule contenute in una 1-SL-teoria non banale sul linguaggio £9.

Proposizione 3.28: Se T una 1-SL-teoria non banale sul linguaggio £9 allora T contiene T e non contiene (:

Dim: Se T contenesse ( allora, per (F25) ogni A(For£9 apparterebbe a T contro la sua consistenza. T appartiene a T in quanto T è non vuota e per qualche A(T si ha (F24) A(T.

Dalla proposizione 3.28 segue che le 1-SL-teorie del frame canonico per SL rispetto ad A, per come è stato definito in def. 3.11, contengono tutte la costante reticolare T e sono (-consistenti. Riportiamo di seguito tale definizione con le opportune modifiche.
Definizione 3.29: Sia A(£9 una formula non dimostrabile in SL; il frame canonico per SL rispetto ad A è la struttura ( = <W, 1, (, R> t.c. :

1) 1 è una 1-SL-teoria regolare, prima e A-consistente.

2) W è l’insieme di tutte le 1-SL-teorie prime e non banali.

3) Rxyz vale sse per ogni B, C(For£9, se B(C(x e B(y allora C(z
4) x(=(B(For£9( (B(x(
Per verificare che il frame ( è il modello canonico M = <(, v> per SL rispetto ad A soddisfino le condizioni poste sui frame e sui modelli di Routley-Meyer basterà fare riferimento alle proposizioni 3.22 e 3.23 con una opportuna integrazione: si deve anche dimostrare che la valutazione canonica v di definizione 3.12 soddisfa anche le clausole per T e ( della definizione 3.25.

Proposizione 3.30: La valutazione canonica v soddisfa le clausole della definizione 3.25.

Dim: Il frame canonico ( per SL rispetto ad A è composto da 1-SL-teorie non banali e prime; in proposizione 3.28 si è dimostrato che se x è una 1-SL-teoria non banale e prima allora T appartiene a x e x è (-consistente, perciò le clausole di def. 3.25 sono soddisfatte.

A questo punto si è fatto vedere che se A(For£9 non è una formula dimostrabile in SL allora è possibile costruire un frame per SL e un modello su questo frame t. c. A non è valida nel modello, perciò si è dimostrata la completezza di SL rispetto ai frame di Routley-Meyer per SL.

Proposizione 3.31 (teorema di completezza): Se A(For£9 è una formula SL-valida allora A è dimostrabile in SL.

� (Slaney 1987(, pg. 401.


� (Slaney 1987(, pg. 406.
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