Capitolo 2

La semantica algebrica

a) Le strutture algebriche

Nel primo capitolo sono stati introdotti alcuni calcoli logici per sistemi sottostrutturali. I postulati per questi calcoli sono distinti in assiomi e regole di inferenza; i primi sono stringhe ben formate di simboli del linguaggio, mentre le seconde consentono di generare da stringhe ben formate di simboli altre stringhe ben formate. Si vede chiaramente che nessun significato particolare viene attribuito a questi elementi puramente sintattici.

Ci sono diversi modi per dare un significato alle formule di un calcolo logico. L’idea alla base della semantica algebrica consiste nell’interpretare le formule di un calcolo sugli elementi del supporto di una particolare struttura algebrica; ad ogni connettivo del linguaggio viene fatto corrispondere un’operazione dell’algebra. In base a quest’idea può essere trovata per ciascun calcolo una classe di strutture che vengono descritte dal calcolo stesso, cioè un insieme di algebre le cui formule valide siano esattamente quelle dimostrabili nel calcolo. Ad esempio, è ben noto che la classe di strutture adeguate rispetto alla logica classica e alla logica intuizionista sono le algebra di Boole e di Heyting.

Le classi di strutture adeguate rispetto alle diverse logiche sottostrutturali sono decisamente meno conosciute e studiate, sia perché appaiono meno frequentemente nell’ordinaria pratica matematica, sia perché hanno delle proprietà relativamente deboli.

Lo studio della semantica algebrica può però fornire delle informazioni importanti anche su aspetti sintattici di un sistema formale: in [Meyer 1973] si dimostra, tramite tecniche di teoria dei modelli, che è possibile aggiungere la negazione in modo conservativo ad alcune logiche della rilevanza. Nel quinto capitolo mostreremo come un altro importante risultato sintattico, la decidibilità di un sistema formale, possa essere dimostrato verificando la proprietà del  modello finito per il sistema in questione.

In questo capitolo introdurremo una serie di strutture algebriche e dimostreremo che i calcoli logici che sono stati introdotti nel capitolo 1 sono corretti e completi rispetto a queste strutture. La maggior parte di questi risultati sono tratti da (Ono 1993( e (Paoli 2002(.

Definizione 2.1: Una struttura del primo ordine di tipo <<k1, . . . , kn>, <j1, . . . , jm>> è una n+m+1-upla ordinata A = <A, (k11, . . . , (knn, Rj11, . . . , Rjmm>, con n, m(0, t. c. :

1) A è un insieme non vuoto detto il supporto della struttura,

2) k1, . . . , kn sono interi non negativi e j1, . . . , jm sono interi positivi,

3) per ogni i(n, (kii è una operazione ki-aria su A, cioè una funzione da Aki a A, se ki(1; un elemento privilegiato di A se ki=0.

4) per ogni i(m, Rjii è una relazione ji-aria su A, cioè un sottoinsieme di Aji.

Una struttura, senza operazioni, che ha tipo << >, <j1, . . . , jm>>, è detta relativo. Una struttura, senza relazioni, che ha tipo <<k1, . . . , kn>, < >>, è detta algebra.

Nel caso non ci sia pericolo di confusione, indicheremo i tipi di cui sopra rispettivamente con <j1, . . . , jm> e <k1, . . . , kn>.
1) Le algebre FLe
Definizione 2.2: Una algebra FLe è un’algebra A = <A, 0, 1, (, ∘, ⊓, ⊔> di tipo <0, 0, 2, 2, 2, 2> t. c. :

C1) <A, ∘, 1> è un monoide abeliano, 

C2) <A, ​​⊓, ⊔> è un reticolo,

C3) ( è l’operazione di residuo rispetto a ∘, cioè c∘a(b sse c(a(b,

Osservazioni:

1) Si può definire un ordine parziale ( su A ponendo a(b sse a⊔b=b.

2) Poiché l’operazione ∘ è commutativa segue che ( è l’operazione di residuo sia destra che sinistra, cioè a∘c(b sse c∘a(b sse c(a(b.

3) È possibile definire in  A una funzione ( da A ad A, ponendo (a=a(0; d’ora in poi l’operazione ( potrà essere indicata nella signatura di un’algebra FLe, a seconda delle necessità.

4) In un’algebra FLe si dimostra la monotonia di ∘ rispetto a (:  per riflessività vale b∘c(b∘c e per (C3) b(c(b∘c; siccome a(b allora a(c(b∘c e con un’altra applicazione di (C3) si ottiene a∘c(b∘c.

5) Dalla monotonia di ∘ rispetto a ( si ricava l’antimonotonia dell’antecedente di ( rispetto a (: se a(b allora d∘a(d∘b, da ciò segue che se d∘b(c allora d∘a(c, cioè se d(b(c allora d(a(c. Quindi b(c(a(c. 

6) In modo simile si dimostra la monotonia del conseguente di ( rispetto a (: se a(b e d(c(a allora, per (C3) d∘c(a(b e quindi d(c(b. 

Proprietà aritmetiche 2.3 (algebre FLe): 

(i) a∘(a(b)(b; per riflessività a(b(a(b e (C3). 

(ii) a(b sse 1(a(b; infatti a(b sse a∘1(b e per (C3) si ha a∘1(b sse 1(a(b.

(iii) (a(b)((b(c)((a(c); per (i) a∘(a(b)(b e b∘(b(c)(c, dalla monotonia di ∘ rispetto a ( si ricava a∘(a(b)∘(b(c)(c, applicando due volte (C3) si ottiene il risultato desiderato.

(iv) a((b(c)(b((a(c); per (i) a∘a((b(c)(b(c e b∘(b(c)(c, per monotonia si ottiene b∘a∘a((b(c)(c e applicando due volte (C3) si ottiene il risultato desiderato.

(v) se 1(a e 1(a(b allora 1(b; se 1(a(b per (ii) si ha a(b e per transitività 1(b.

(vi) se 1(a(b e 1(b(c allora 1(a(c; dalle ipotesi si ricava per (ii) che a(b e b(c e per transitività si ottiene a(c.

(vii) 1(a(a; si ricava dalla riflessività di ( per (ii).

(viii) a((a(b)(b; da (i) per un’applicazione di (C3).

(ix) a=1(a; una parte dell’uguaglianza, a(1(a, si ricava da a∘1(a per (C3). Per dimostrare 1(a(a supponiamo che c(1(a, ciò significa che c∘1(a e quindi c(a.

(x) (b(b)(a(a; da (vii) per l’antimonotonia dell’antecedente di ( rispetto a ( si ottiene (b(b)(a(1(a, con (ix) si ricava il risultato desiderato.

(xi) se a(b e a’(b’ allora a∘a’(b∘b’ ; dalle ipotesi segue per monotonia di ∘ rispetto a ( che a∘a’(b∘a’ e b∘a’(b∘b’, per transitività si ottiene il risultato desiderato.

(xii) a∘(b⊓c)((a∘b)⊓(a∘c); per le proprietà reticolari b⊓c(b, c e per monotonia a∘(b⊓c)(a∘b, a∘c.

(xiii) a∘(b⊔c)=(a∘b)⊔(a∘c); per le proprietà reticolari c, b(c⊔b e per monotonia di ∘ rispetto a ( si ottiene a∘c, a∘b(a∘(c⊔b). Per l’altro verso, a∘b((a∘b)⊔(a∘c) e a∘c((a∘b)⊔(a∘c); per (C3) si ottiene che b(a(((a∘b)⊔(a∘c)) e c(a(((a∘b)⊔(a∘c)), quindi b⊔c(a((a∘b)⊔(a∘c) e ancora per (C3) si ha (b⊔c)∘a((a∘b)⊔(a∘c).

(xiv) a(b((a∘b); segue da a∘b(a∘b per (C3).

(xv) a(((a; per (viii) a((a(0)(0.

(xvi) se a((b allora b((a; se a(b(0 allora 1(a((b(0) e per (iv) si ottiene 1(b((a(0), cioè b((a(0).

(xvii) se a(b allora (b((a; se a(b per antimonotonia dell’antecedente di ( rispetto a (, si ottiene b(0(a(0.

(xviii) a(b((b((a; per (iii) (a(b)((b(0)((a(0).

(xix) a((b(b((a; per (iv) a((b(0)(b((a(0).

(xx) se a∘b(c allora a∘(c((b; per (C3) a(b(c e con (xviii) si ottiene a((c((b, cioè a∘(c((b.

Osservazioni:

1) Una connessione di Galois su un insieme parzialmente ordinato U è una funzione ( da U a U t. c. se a(f(b) allora b(f(a). Il risultato (xvi) ci dice che l’operazione ( è una connessione di Galois su A.

2) Nel caso in cui per ogni B(A esista ⊔B=sup(x( x(B(, cioè A sia superiormente completo, allora invece di assumere (C3) si può equivalentemente introdurre l’operazione ( come (C3’) a(b=⊔(c( a∘c(b(. Abbiamo dimostrato (i) a∘(a(b)(b e per (C3) si ricava che se a∘c(b allora c(a(b, quindi a(b è il massimo elemento dell’insieme (c( a∘c(b(. Nell’altro verso, se a(b=⊔(c( a∘c(b( si ricava che se a∘c(b allora c(a(b. Se c(a(b per monotonia di ∘ rispetto a ( si ottiene a∘c(a∘(a(b)(b.

3) Nel caso in cui per ogni B(A esista ⊓B=inf(x( x(B(, cioè A sia inferiormente completo, allora invece di assumere (C1) si può equivalentemente introdurre l’operazione ∘ come (C1’) a∘b=⊓(c( a(b(c(. Bisogna però assumere 2.3.(iv) e 2.3.(ix).

2) I reticoli *-autonomi

Definizione 2.4: Un reticolo *-autonomo è un’algebra FLe A = <A, 0, 1, (, (, ∘, ⊓, ⊔> di tipo <0, 0, 1, 2, 2, 2, 2> t. c. :

C4) <A, ​​(, ⊓, ⊔> è un reticolo involutivo, cioè (a) ((a=a e (b) se a(​b allora (b((a.

Osservazioni: 

1) La condizione (C4b) è equivalente a (C4c) ((a⊓b)=(a⊔(b e ((a⊔b)=(a⊓(b.

2) In un’algebra FLe la condizione (b) è dimostrabile (cfr. prop. 2.3.(xvii)) e vale anche a(((a, perciò un reticolo *-autonomo è un’algebra FLe con ​​((a(a.

3) In un reticolo *-autonomo si dimostra che (0=1. Infatti per 2.3.(vii) 1(0(0=(0; nell’altro verso (1=1(0(1(0=0, applicando 2.3.(xvii) e (C4a) si ottiene che (0(1.

4) È possibile dimostrare che a(b=((a∘(b). Per 2.3.(viii) a((a(b)(b e per 2.3.(xviii) (a(b)(b((b(((a(b), quindi a((b(((a(b). Per (C3) e 2.3.(xvi) si ottiene a(b(((a∘(b). Nell’altro verso, per 2.3.(xiv) a((b((a∘(b) e per 2.3.(xviii), (C4a) (b((a∘(b)(((a∘(b)(b, da cui si ricava che a(((a∘(b)(b e per (C3) ((a∘(b)(a(b.
5) A questo punto diventa possibile definire una nuova operazione binaria + su A ponendo a+b=(((a∘(b). Per quanto dimostrato al punto precedente si vede chiaramente che in un reticolo *-autonomo a+b=(a(b.

6) In un reticolo *-autonomo la condizione (C3) può essere indebolita a (C3’) a(b sse 1(a(b. Dimostriamo (C3) a partire da (C3’): se a∘c(b allora per 2.3.(xx) a∘(b((c e per 2.3.(xvi) c(((a∘(b)=a(b. Nell’altro verso, se  c(a(b=((a∘(b) allora per 2.3.(xvi) a∘(b((c; per 2.3.(xx) e (C4a) si ottiene il risultato desiderato.

Proprietà aritmetiche 2.5 (reticoli *-autonomi): naturalmente valgono tutte le proprietà delle algebre FLe e in più:

(i) a+(b+c)=(a+b)+c; (ii) a+b=b+a; (iii) a+0=a; (iv) a(b+c sse (b((a+c; (v) se a(b allora a+c(b+c; (vi) se a(b e a’(b’ allora a+a’(b+b’; (vii) ((a+b)((a+(b+((1+1); (viii) ((a+b+1)(((a+1)+((b+1); (ix) a+(b⊓c)=(a+b)⊓(a+c); (x) (a+b)⊔(a+c)(a+(b⊔c).

Le proprietà da (2.5.i) a (2.5.iii) indicano che: (C1’) <A, +, 0> è un monoide abeliano con identità 0. La condizione (C1’) può sostituire (C1) nella definizione di un reticolo *-autonomo.

3) Tipi particolari di algebre FLe e di reticoli *-autonomi

Un particolare tipo di algebra FLe e di reticolo *-autonomo è quello nel quale il reticolo <A, ​​⊓, ⊔> ha due elementi T e ( t. c. per ogni a(A, ((a(T; in tal caso si dice che T è l’elemento massimo di A mentre ( è l’elemento minimo e che <A, ​​⊓, ⊔, T, (> è un reticolo limitato.

Definizione 2.6: Una algebra FLe limitata è un’algebra FLe A = <A, 0, 1, T, (, (, (, ∘, ⊓, ⊔> di tipo <0, 0, 0, 0, 1, 2, 2, 2, 2> t. c. <A, ⊓, ⊔, ​​T, (> è un reticolo limitato.

Introduciamo ora una serie di strutture algebriche ponendo diverse condizioni sia sulle algebre FLe sia sui reticoli *-autonomi. 

Definizione 2.7: Una algebra FLew è un’algebra FLe A = <A, 0, 1, (, (, ∘, ⊓, ⊔> t. c. per ogni a(A, 0(a(1.

Si noti che nelle algebra FLew, 1 e 0 sono anche l’elemento massimo e il minimo del reticolo <A, ​​⊓, ⊔>.

Proprietà aritmetiche:

(i) a∘b(a; per monotonia di ∘ rispetto a ( si ottiene che a∘b(a∘1=a.

(ii) a∘b(a⊓b; per (i) a∘b(a, b.

Definizione 2.8: Una algebra FLec è un’algebra FLe A = <A, 0, 1, (,  (, ∘, ⊓, ⊔> t. c. per ogni a(A, a(a∘a.

Proprietà aritmetiche:

(i) a⊓b(a∘b; da a⊓b(a, b si ricava, per monotonia, (a⊓b)∘(a⊓b)(a∘b, per la condizione sulle algebre FLec si ottiene a⊓b(a∘b.

(ii) a((b(c)((a(b)((a(c); per 2.3.(i) a∘(a((b(c))(b(c e a∘(a(b)(b. Da (2.3.xi) si ottiene a∘(a(b)∘a∘(a((b(c))(c; per la condizione posta sulle algebre FLec si ha a∘(a(b)∘(a((b(c))(c. Applicando due volte (C3) si ottiene il risultato cercato.
Definizione 2.9: Una algebra FLec idempotente è un’algebra FLec A = <A, 0, 1, (, (, ∘, ⊓, ⊔> t. c. per ogni a(A, a∘a(a.

Proprietà aritmetiche:

(i) a∘a=a; l’operazione ∘ diventa idempotente nelle algebre FLec idempotenti.

(ii) a(b(a((a(b); per 2.3.(i) e per la condizione posta sulle algebre FLec si ha a∘a∘a(b(b, due applicazioni di (C3) danno il risultato desiderato.

Definizione 2.10: Un reticolo *-autonomo distributivo è un reticolo *-autonomo A = <A, 0, 1, (, (, ∘, ⊓, ⊔> t. c. <A, ⊓, ⊔> è un reticolo distributivo.

Definizione 2.11: Un monoide di de Morgan è un reticolo *-autonomo distributivo A = <A, 0, 1, (, (, ∘, ⊓, ⊔> t. c. per ogni a(A, a(a∘a.

Proprietà aritmetiche: oltre alle proprietà delle algebre FLec valgono anche:
(i) a+a(a; se b(b∘b allora ((b∘b)((b, cioè (b+(b((b. 

(ii) a+b(a⊔b; a, b(a⊔b e per monotonia a+b(a⊔b+a⊔b, il risultato desiderato segue per (i).

Definizione 2.12: Un monoide di de Morgan idempotente è un monoide di de Morgan A = <A, 1, 0, (, (, ∘, ⊓, ⊔> t. c. per ogni a(A, a∘a(a.

Proprietà aritmetiche: oltre alle proprietà delle algebre FLec idempotenti valgono anche:
(i) a=a+a; se b∘b=b allora (b=((b∘b), cioè (b=(b+(b.

Si noti che in queste strutture le due operazioni ∘ e + sono idempotenti.

Definizione 2.13: Innanzitutto definiamo a1=a e per n(1, an+1=an∘a, a questo punto definiamo come monoide di de Morgan (n)-idempotente un monoide di de Morgan A = <A, 1, 0, (, (, ∘, ⊓, ⊔> t. c. per n(1, an+1(an.

Proprietà aritmetiche: oltre alle proprietà delle algebre FLec valgono anche:
(i) per ogni n(1, an+1=an; dalla definizione per ogni n(1, an+1(an e siccome valgono le proprietà delle algebre FLec si ha pure che per ogni n(1, an(an+1.
(ii) se definiamo (1)a=a e per n(1, (n+1)a=(n)a+a, allora (n)a=(n+1)a; se bn+1=bn allora ((bn)=((bn+1), cioè (n)(b=(n+1)(b.

Si noti che in queste strutture le due operazioni ∘ e + sono (n)-idempotenti, cioè in un monoide di de Morgan (n)-idempotente, per n(1, an+1=an e (n)a=(n+1)a.

Osservazione: Come è stato anticipato nell’osservazione a def 1.7 Meyer, in (Meyer 1970(, ha dimostrato che tutti i sistemi HRMn sono distinti da HR, e che i vari sistemi HRMn sono tutti distinti tra loro.

Dalle definizioni 2.12 e 2.13 segue immediatamente che un monoide di de Morgan idempotente rappresenta il membro per n=1 della famiglia dei monoidi di de Morgan (n)-idempotenti con n(1. Inoltre per ogni n(1 un monoide di de Morgan (n)-idempotente è anche un monoide di de Morgan (n+1)-idempotente.

Definizione 2.14: Un reticolo residuato classico, o più brevemente c. r. reticolo, è un reticolo *-autonomo A = <A, 0, 1, (, (, ∘, ⊓, ⊔> t. c. per ogni a(A, 0(a(1.

Si noti che come nelle algebre FLew, così nei c. r. reticoli 1 e 0 sono l’elemento massimo e il minimo del reticolo, cioè 0=( e 1=T.

Proprietà aritmetiche:

(i) a(a+b; infatti a=a+0(a+b.

(ii) a⊔b(a+b; per (i) a, b(a+b e quindi segue che a⊔b(a+b.

(iii) a+1=1; per (i) 1(a+1 e poiché 1 è il massimo del reticolo si ha anche a+1(1.

Definizione 2.15: Un c. r. reticolo distributivo è un reticolo *-autonomo distributivo A = <A, 0, 1, (, (, ∘, ⊓, ⊔> t. c per ogni a(A, 0(a(1.

Un reticolo *-autonomo idempotente è un reticolo *-autonomo A = <A, 0, 1, (, (, ∘, ⊓, ⊔> t. c. per ogni a(A, a(a∘a.
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Nella pagina precedente abbiamo presentato uno schema riassuntivo delle strutture algebriche appena introdotte. Una freccia da A1 a A2 indica che una struttura di tipo A2 soddisfa anche le condizioni poste su una struttura di tipo A1. Si noti la stretta somiglianza tra questo schema e quello di pg. 31; esiste una corrispondenza tra calcoli logici e strutture algebriche di cui ora chiariremo la natura.

b) Correttezza e completezza

Come è stato anticipato all’inizio del capitolo, è possibile dimostrare la correttezza e la completezza di tutti i calcoli introdotti nel capitolo precedente rispetto alle struttura algebriche appena illustrate, iniziamo dunque dalla correttezza.

Per dimostrare la correttezza di un calcolo logico S rispetto a una certa struttura algebrica A, si deve innanzitutto stabilire una certa valutazione v dei connettivi del linguaggio £ di S  sulle operazioni presenti in A. Poi si deve far vedere che, comunque vengano assegnate le variabili proposizionali di £ a elementi del supporto A di A, i teoremi di S esprimono, mediante la valutazione v, delle relazioni che sussistono effettivamente in A.

Si vede chiaramente che al fine della dimostrazione, è necessaria la precisazione tecnica dei concetti appena introdotti in maniera intuitiva.

In questo capitolo £ varierà sull’insieme (£6, £7, £8, £9}.
Definizione 2.16: Sia A = <A, 0, 1, (, (, ∘, ⊓, ⊔> un’algebra FLe e sia v* una funzione da Var£ a A; una valutazione (algebrica) del linguaggio £ con valori in A è un omomorfismo v: For£ ( A che estende v* di modo che:

1) v(p)=v*(p)

2) v(A(B) = v(A)(v(B)

3) v(A(B) = v(A)∘v(B)

4) v(A(B) = v(A)⊓v(B)

5) v(A(B) = v(A)⊔v(B)

6) v((A) = (v(A)

7) v(1) = 1

8) v(0) = 0

Nel caso in cui sia presente in £ il connettivo gruppale (, allora A deve essere un reticolo *-autonomo e si deve aggiungere la clausola: 

9) v(A(B) = v(A)+v(B)

Nel caso in cui siano presenti in £ le costanti reticolari T e (, allora il reticolo su A deve essere limitato; inoltre si estende la valutazione v con due ulteriori clausole:

10) v(T)=T

11) v(()=(
Definizione 2.17: Un modello algebrico per £ è una coppia ordinata M = <A, v> in cui A è un’algebra FLe e v è una valutazione algebrica di £ con valori in A.

Definizione 2.18: Un’algebra FLe A = <A, 0, 1, (, (, ∘, ⊓, ⊔> è un’algebra per il calcolo assiomatico S sse A soddisfa le seguenti condizioni:

1) se S=HLi allora A deve essere un’algebra FLe.

2) se S=HL allora A deve essere un reticolo *-autonomo.

3) se S=HAi allora A deve essere un’algebra FLew.

4) se S=HRi allora A deve essere un’algebra FLec.

5) se S=HRMi allora A deve essere un’algebra FLec idempotente.

6) se S=HRW allora A deve essere un reticolo *-autonomo distributivo.

7) se S=HR allora A deve essere un monoide di de Morgan.

8) se S=HRM allora A deve essere un monoide di de Morgan idempotente.

9) se S=HRMn, per n(1, allora A deve essere un monoide di de Morgan (n)-idempotente.

10)  se S=HA allora A deve essere un reticolo residuato classico.

11)  se S=HRND allora A deve essere un reticolo *-autonomo idempotente

12)  se S=HAD allora A deve essere un c. r. reticolo distributivo.

13)  se il calcolo logico è del tipo SL allora A deve essere limitata.

Un modello algebrico M = <A, v> è un modello per il calcolo assiomatico S sse A è un’algebra per quel calcolo.

Definizione 2.19: 

1) Una formula A è vera in un modello algebrico M=<A, v>, in simboli M⊧A, sse 1(v(A).

2) Una formula A è vera in un’algebra A, in simboli A⊧A, sse è vera in ogni modello algebrico su A.

3) Una formula A è detta S-valida , in simboli S⊧A, sse è vera in ogni modello algebrico per S.

Dimostriamo ora il teorema di correttezza algebrica, cioè che l’insieme delle formule dimostrabili in S è un sottoinsieme delle formule S-valide

1) Il teorema di correttezza algebrica

Proposizione 2.20 (teorema di correttezza algebrica): Se A(For£ e S⊦A allora S⊧A.

Dim: La dimostrazione è per induzione sulla lunghezza della dimostrazione di A(For£ in S. È sufficiente dimostrare che gli assiomi di S sono S-validi, cioè che sono veri per un arbitrario modello M per S, e che le regole di inferenza (R1) e (R2) mantengono la validità logica.

Verifichiamo innanzitutto la validità degli assiomi di S. Siccome tutti gli assiomi sono del tipo A(B e per (C3) 1(v(A(B) sse v(A)(v(B), ci limiteremo a verificare questa ultima disuguaglianza:

(F1); immediato per la riflessività di (.

(F2); bisogna dimostrare che v(A(B)(v((B(C)((A(C)), cioè che v(A)(v(B)((v(B)(v(C))((v(A)(v(C)). Quest’ultima disuguaglianza è vera per 2.3.(iii).

(F3); bisogna dimostrare che v(A((B(C))(v(B((A(C)), cioè che v(A)((v(B)(v(C))(v(B)((v(A)(v(C)). Quest’ultima disuguaglianza è vera per 2.3.(iv). 

(F16’); per le proprietà dei reticoli si ha che (v(A)⊓​(v(B)((v(A), ​(v(B); per 2.3.(xvi), ​v(A), v(B)((((v(A)⊓​(v(B)) e quindi v(A)⊔v(B)((((v(A)⊓​(v(B)); ciò significa che v(A(B)(v((((A((B)).

(F27); si deve dimostrare che v(A)(v(B(A), cioè che v(A)(v(B)(v(A). Per (C3) v(A)(v(B)(v(A) sse v(A)∘v(B)(v(A), quest’ultima disuguaglianza è la proprietà algebrica (i) delle algebre FLew.

(F29’); si deve dimostrare che v(A((B(C))(v((A(B)((A(C)), cioè che v(A)((v(B)(v(C))((v(A)(v(B))((v(A)(v(C)); quest’ultima disuguaglianza è la proprietà algebrica (ii) delle algebre FLec.

(F30’); si deve dimostrare che v(A(B)(v(A((A(B)), cioè che v(A)(v(B)(v(A)((v(A)(v(B)); quest’ultima disuguaglianza è la proprietà algebrica (ii) delle algebre FLec idempotenti.

Dimostriamo infine che le regole di inferenza mantengono la verità in un modello, cioè (R1) se M⊧A(B e M⊧A allora M⊧B e (R2) se M⊧A e M⊧B allora M⊧A(B.

(R1); supponiamo che 1(v(A(B), cioè che 1(v(A)(v(B), e che 1(v(A); per 2.3.(v) segue che 1(v(B).

(R2); supponiamo che 1(v(A) e che 1(v(B), per le proprietà dei reticoli 1(v(A)⊓v(B), cioè 1(v(A(B).

Con questo termina la dimostrazione della correttezza dei calcoli S introdotti nel capitolo 1 rispetto alle strutture presentate sopra. Ora passiamo alla dimostrazione della completezza dei calcoli logici rispetto a queste strutture; si farà vedere che l’insieme delle formule S-valide è un sottoinsieme delle formule dimostrabili in S.

2) Il teorema di completezza algebrica

Il risultato di completezza non è ottenuto direttamente ma per contrapposizione: si dimostra che se A(For£ non è un teorema di S, allora esiste un modello per S che falsifica A. Anche per ottenere questo risultato è necessario introdurre preliminarmente alcuni concetti.

Definizione 2.21: Siano A, B(For£; stabiliamo che A è equivalente a B in S, in simboli A(SB, sse S⊦A(B e S⊦B(A.

Proposizione 2.22: La relazione (S di def. 2.21 è effettivamente una relazione di equivalenza su For£.

Dim: Si deve dimostrare che (S è una relazione riflessiva, simmetrica e transitiva.

1) A(SA vale per (F1). 

2) Se A(SB allora S⊦A(B e S⊦B(A, quindi vale anche B(SA.

3) Se A(SB e B(SC allora S⊦A(B, S⊦B(A, S⊦B(C e S⊦C(B; per (F2) si ottiene S⊦A(C e S⊦C(A e quindi A(SC.

Definizione 2.23: Definiamo la classe di equivalenza [A]S di A(For£ rispetto a S come {B( A(SB}.

Definizione 2.24: L’algebra di Lindenbaum del calcolo S sul linguaggio £ è la struttura LA(S) = <For£/(S, 1S, 0S, (S, (S, ∘S, ⊓S, ⊔S> t. c. :

1) For/(S = ([A]S( A(For£},

2) 1S = [1]S
3) 0S = [0]S
4) (S(A(S = ((A(S

5) [A]S(S[B]S = [A(B]S
6) [A]S∘S[B]S = [A(B]S
7) [A]S⊓S[B]S = [A(B]S
8) [A]S⊔S[B]S = [A(B]S
Nel caso in cui il linguaggio £ di S contenga anche il connettivo gruppale (, allora l’algebra di Lindenbaum di S contiene anche un’operazione +S definita come:

9) [A]S+S[B]S = [A(B]S
Nel caso in cui il linguaggio £ di S contenga anche le costanti reticolari T e (, allora l’algebra di Lindenbaum di S contiene altri due elementi privilegiati TS e (S definiti come:

10) TS = (T(S
11) (S = (((S
Ora bisogna dimostrare che l’algebra di Lindembaum LA(S) della definizione 2.24 è ben definita, cioè che una classe di equivalenza (A(S per A(For£ è indipendente dal suo rappresentante. Questo vuol dire, ad esempio, che se B((A(S allora (B deve appartenere a (S(A(S e per ora non abbiamo alcuna garanzia di questo fatto. 

In quanto segue ometteremo l’indice S delle classi di equivalenza e delle operazioni dalla struttura LA(S).

Proposizione 2.25: L’algebra di Lindenbaum LA(S) di definizione 2.24 è ben definita.

Dim: Supponiamo che B((A(, dobbiamo dimostrare che (B(((A(, per ipotesi sappiamo che S⊦A(B. Per (F10) S⊦(A((B e quindi (B(((A(.

Supponiamo che B((A( e C((D(, dobbiamo dimostrare che B(C((A(D( con ( che varia sull’insieme  di connettivi ((, (, (, ((; per ipotesi sappiamo che S⊦A(B e S⊦D(C.

Se ( = (, (, ( allora per (F50), (F51) e (F52) si ha S⊦A(D(B(C, e quindi B(C((A(D(.

Se ( = ( allora per (F2), S⊦(B(C)((A(D) e S⊦(A(D)((B(C) e quindi B(C((A(D(.

Qualora il linguaggio £ di S contenga anche il connettivo gruppale (, si deve dimostrare che se B((A( e C((D( allora B(C((A(D(. Il risultato segue dalle ipotesi per (F78).

Osservazioni: È possibile definire in modo naturale un ordine parziale su For/( ponendo [A]([B] sse (A(⊔(B(=(B(. A questo punto è possibile dimostrare che [A]([B] sse S⊦A(B. Infatti se [A]([B] allora (B(=(A(⊔(B(=[A(B]; quindi si ha che S⊦A(B(B e per (F6) si ottiene S⊦A(B. Nell’altro verso; se S⊦A(B allora, per (F1) e (F7), S⊦A(B(B che con (F6) implica (B(=[A(B]=[A]⊔[B]; quindi [A]([B].

Da quanto appena dimostrato si ricava che (A(=(B( sse S⊦A(B.

Proposizione 2.26: Per ogni calcolo S, l’algebra di Lindenbaum LA(S) definita su S è un’algebra per S.

Dim: Per prima cosa verifichiamo che le condizioni (C1)-(C3):

(C1) Bisogna dimostrare che <For£/(, [1], ∘> è un monoide abeliano.

Associativita’: [A]∘([B]∘[C])=[A]∘[B(C]=[A((B(C)], per (F33) A((B(C)((A(B)(C, si ottiene [A((B(C)]=[(A(B)(C]=([A]∘[B])∘[C].

Commutatività: [A]∘[B]=[A(B], per (F34) A(B(B(A, si ottiene [A(B]=[B(A]=[B]∘[A].

Elemento neutro: [A]∘[1]=[A(1], per (F35) A(1(A, si ottiene [A(1]=[A].

(C2) < For£/(, ​​⊓, ⊔> è un reticolo.

Per (F4) si dimostra [A]⊓[B]=[A(B]([A], [B]. Supponiamo ora che [D]([A], [B], ciò significa che S⊦D(A e S⊦D(B, per (F5) S⊦D(A(B, cioè [D]((A(B(=[A]⊓[B].

Per (F6) si dimostra [A], [B]([A(B]=[A]⊔[B]. Supponiamo ora che [A], [B]([D], ciò significa che S⊦A(D e S⊦B(D, per (F7) S⊦A(B(D, cioè [A]⊔[B]=(A(B(([D].

(C3) ( è il residuo rispetto a ∘, cioè [C]∘[A]([B] sse [C]([A]([B].

Dalle ipotesi segue che S⊦C(A(B, per (F8) si ha S⊦C((A(B); questo implica che [C]([A(B]=[A]([B].

Verifichiamo ora la condizione (C4) per i reticoli *-autonomi. Per le osservazioni fatte in precedenza basta dimostrare che (((A(((A(: (((A(=(((A(, per (F9’’) ((A(A, si ottiene (((A(((A(.

Adesso passiamo a verificare che per ogni S, LA(S) soddisfa la condizione che caratterizza la classe di algebre FLe per S.

a) Se S=HAi allora LA(S) è un’algebra FLew.
Bisogna dimostrare che per ogni [A](For£/(, [0]([A]([1], cioè HAi⊦0(A e HAi⊦A(1. Il primo risultato si ha per (F28’); per (F24) HAi⊦A(T e con (F53) si ottiene il secondo risultato desiderato.

b) Se S=HRi allora LA(S) è un’algebra FLec.
Bisogna dimostrare che per ogni [A](For£/(, [A]([A]∘[A], cioè [A]([A(A]. Il risultato segue da (F63) A(A(A.

c) Se S=HRMn allora LA(S) è un monoide di de Morgan (n)-idempotente.
Supponiamo che si sia già dimostrato che LA(HRM) è un monoide di de Morgan, rimane da dimostrare che per ogni [A](For£/(, [A]n+1([A]n, cioè [An+1]([An]. il risultato segue dall’assioma caratteristico di ciascun calcolo HRMn: (F30n) An+1(An.

d) Infine dimostriamo che se nel calcolo SL sono presenti anche i postulati per le costanti reticolari T e ( allora il reticolo di LA(SL) è limitato. Per (F24) SL⊦A(T per ogni A(For£; quindi (A(((T(=T. Inoltre per (F25) SL⊦((A per ogni A(For£, quindi (=(((((A(. 
Definizione 2.27: Se S è un calcolo di Hilbert, il modello canonico associato a S è la coppia ordinata M = <LA(S), v> dove LA(S) è l’algebra di Lindenbaum di S e v è la valutazione così definita: per ogni A(For£: v(A)=[A].

Proposizione 2.28: La valutazione v della definizione 2.27 soddisfa le clausole della definizione 2.16.

Dim: La dimostrazione è per induzione sulla complessità della formula A(For£.

Se A è una variabile preposizionale allora v è una funzione da Var£ a For£/(. Se A=0 allora v(0)=[0]=0 e quindi la clausola è rispettata; per A=1 la dimostrazione è analoga.

Indicheremo con ( uno qualsiasi dei connettivi dall’insieme ((, (, (, (, (( e con ( la rispettiva operazione dall’insieme ((, ⊓, ⊔, ∘, +( in base alla definizione 2.16.

Se A=B(C allora v(A)=v(B(C)=(B(C(, ma per def. 2.24 (B(C(=(B(((C(, cioè v(B)(v(C).

Infine se A=(B allora v(A)=v((B)=((B(, ma per la definizione 2.24 ((B(=((B(, cioè (v(B).

Nel caso in cui nel calcolo S siano presenti anche le costanti preposizionali T e ( si ha che v(T)=(T(=T e v(()=(((=(, anche in questo caso vengono rispettate le clausole della definizione 2.16.

A questo punto abbiamo tutti gli strumenti necessari per dimostrare che ogni formula S-valida è dimostrabile in S.

Proposizione 2.29 (teorema di completezza algebrica): Sia A(For£; se S⊧A allora S⊦A.

Dim: Supponiamo che non S⊦A, costruiamo il modello canonico M = <LA(S), v> per S. Dalle ipotesi si ricava per (F21) che nemmeno S⊦1(A, cioè  non [1]([A]=v(A) e quindi la formula A non è vera in M.
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