Capitolo 5
Decidibilità e proprietà del modello finito per le logiche sottostrutturali

a) La via algebrica alla decidibilità di un sistema formale

Nei capitoli dal 2 al 4 sono state trattate le diverse proposte avanzate per fornire dei modelli a sistemi sottostrutturali, rispetto ai quali quest’ultimi siano corretti e completi. L’interesse di un tale studio va però oltre alle dimostrazioni di correttezza e completezza; come si è già mostrato nell’inizio del capitolo 2, lo sviluppo di una teoria dei modelli per le logiche sottostrutturali ha permesso di raggiungere anche dei risultati sintattici (si è accennato alla dimostrazione di Meyer di conservatività dell’estensione con negazione di alcune logiche della rilevanza, si confronti anche (Avron 1994().

Un importante risultato sintattico che può essere raggiunto mediante tecniche semantiche è quello della decidibilità di un sistema formale.

Definizione 5.1: Un sistema formale S su un linguaggio £ è detto decidibile nel caso in cui esista un algoritmo, una procedura uniforme che determini per ogni A(For£ se A è o non è un teorema di S.

Un esempio di sistema formale decidibile è la logica classica nel suo frammento proposizionale; l’algoritmo che consente di verificare la teorematicità delle formule può essere costituito dalle tavole di verità o anche dalle tavole di Beth.

Solitamente si dimostra la decidibilità di un calcolo logico sottostrutturale dimostrando il teorema di eliminazione della cesura per il sistema formale in questione. Ono in (Ono 1998(, fa notare che la questione essenziale nella dimostrazione di decidibilità data attraverso questo procedimento non è l’eliminazione della cesura bensì la proprietà della sottoformula; a tale riguardo ricorda che Takano, in (Takano 1992(, ha dimostrato la decidibilità di diversi sistemi di logica modale, usando calcoli dei sequenti per cui non vale l’eliminazione della cesura, ma nei quali ogni formula dimostrabile ha una dimostrazione con la proprietà della sottoformula.

D’altra parte l’eliminabilità della cesura è dimostrabile anche per la logica classica predicativa pur essendo ben saputa come indecidibile.

Attraverso l’eliminazione della cesura si può dimostrare la decidibilità dei calcoli HLi, HAi, HL e HA, si confronti ad esempio (Ono e Komori 1985( e (Ono 1990(. Con gli opportuni adattamenti, in (Meyer 1966( e (Kiriyama e Ono 1991( si dimostra che i calcoli HRND e HRi sono decidibili.

Per ottenere questi risultati sono usate delle tecniche prettamente sintattiche come sono appunto quelle utilizzate per dimostrare il teorema di eliminazione della cesura; ma la decidibilità di un calcolo logico segue anche dalla dimostrazione della proprietà del modello finito per quel calcolo.

Definizione 5.2: Un sistema formale S sul linguaggio £ ha la proprietà del modello finito sse ogni formula A(For£ non dimostrabile in S può essere falsificata in un modello per S il cui dominio è finito.

L’algoritmo che consente di determinare se una formula sia o meno un teorema del calcolo logico è strutturato nel modo seguente. Innanzitutto si fanno due enumerazioni, quella delle dimostrazioni D1, D2, . . . , Dn, . . .  del sistema S e quella dei modelli finiti M1, M2, . . . , Mn, . . . per S. 

Data una formula A(For£ si verifica se D1 sia una dimostrazione di A, nel caso in cui non lo sia si verifica se M1 è un modello che falsifica la formula A; se A è falsificata da M1 allora non è un teorema di S, altrimenti si procede verificando se D2 sia una dimostrazione di A. Si continua in questo modo e dopo un numero finito di passi si troverà o una dimostrazione Di di A o un modello finito Mj che falsifica A. Dal semi-algoritmo per stabilire la teorematicità di una formula e dal semi-algoritmo per stabilire la falsificabilità in un modello finito si ottiene un algoritmo per la teorematicità.

Il punto fondamentale, come si è già detto, sta nel fatto che i modelli M1, M2, . . . , Mn, . . . sono tutti finiti e che il calcolo è consistente e completo rispetto al sottoinsieme di tutti i modelli costituito da M1, M2, . . . , Mn, . . .; è perciò possibile verificare in un numero finito di passi se una formula sia soddisfatta o meno nel modello e quindi stabilirne la teorematicità.

I due risultati utilizzabili nella dimostrazione di decidibilità di un calcolo logico, l’eliminazione della cesura e la proprietà del modello finito, differiscono oltre che per la naturale sintattica della prima e semantica della seconda, anche per il grado di costruttività della dimostrazione. Come osserva Ono: “Chiaramente il primo metodo è molto più costruttivo del secondo; cioè possiamo trovare un algoritmo di decisione concreto da una prova di decidibilità con il primo metodo, anche se può non essere implementabile. D’altra parte, non possiamo ricavare nessun algoritmo pratico da dimostrazioni tramite il secondo metodo”
.

Soffermiamo ora la nostra attenzione sulle ricerche che sono state fatte nel campo della dimostrazione di questa proprietà specificatamente per le logiche sottostrutturali.

b) La ricerca nell’ultimo decennio

La proprietà del modello finito per vari sistemi di logiche sottostrutturali è un campo di ricerca che ha conosciuto uno sviluppo minore; questo è dovuto in parte al fatto che in generale è stata molto più studiata la sintassi di queste logiche rispetto alla loro teoria dei modelli.

Fino agli anni ’90 l’unico risultato ottenuto in questo campo riguardava il frammento implicativo HR( di HRND.
 Nell’ultimo decennio si sono fatti però notevoli progressi, riuscendo a dimostrare la proprietà del modello finito per quasi tutti i principali sistemi di logiche sottostrutturali, nelle versioni intuizioniste e classiche, che naturalmente non fossero saputi indecidibili. 

In (Meyer e Ono 1994( si dimostra che i frammenti implicativi HR( di HRND e HA( di HA hanno la proprietà del modello finito. Il metodo usato da Meyer e Ono è estendibile a HR(, ( e HA(, (, ma non alla disgiunzione reticolare ( e alla congiunzione gruppale (. 

Buszkowski in (Buszkowski 1996(, ha dimostrato che HL(, ( ha la proprietà del modello finito usando una tecnica da lui denominata metodo delle barriere; questo metodo non è però direttamente applicabile al frammento con la congiunzione gruppale.

Si vede chiaramente che tutti questi risultati parziali sono caratterizzati dall’impossibilità di una loro estensione al calcolo completo di tutti i connettivi.

La situazione è stata modificata in modo decisivo da (Lafont 1997(. In questo articolo Y. Lafont ha dimostrato la proprietà del modello finito per i calcoli HL e HA, usando la semantica delle fasi proposta da J. Y. Girard in (Girard 1987(.

Basadosi su tecniche simili a quelle utilizzate da Lafont, Okada e Terui in (Okada e Terui 1999(, hanno dimostrato che anche i calcoli intuizionisti HLi, HAi e HRi hanno la proprietà del modello finito e che il loro metodo può essere esteso per trattare anche il caso del calcolo classico HRND.

In questo ultimo capitolo tratteremo una dimostrazione di proprietà del modello finito per il calcolo HAi; tale dimostrazione è apparsa in (Ono 200+( ed è di particolare interesse in quanto fa riferimento ad altre importanti caratteristiche di un sistema formale quali l’eliminabilità della cesura e la finitezza dell’albero di ricerca della dimostrazione. Indagheremo anche la possibilità di estendere una tale dimostrazione al caso classico HA.

Per fare tutto questo abbiamo bisogno di introdurre alcuni importanti concetti che sono rimasti in secondo piano fino ad ora. Prima di tutto daremo i postulati delle versioni à la Gentzen dei calcoli LLi, LAi, LRi, LL, LA e LRND; che vedremo essere rispettivamente equivalenti ai calcoli assiomatici HLi, HAi, HRi, HL, HA e HRND. Daremo anche l’enunciato del teorema di eliminazione della cesura per tutti questi sistemi formali.

c) I calcoli dei sequenti

Il calcolo LLi:
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Il calcolo LAi è ottenuto da LLi tramite l’aggiunta dell’indebolimento:
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Il calcolo LRi è ottenuto da LLi tramite l’aggiunta della contrazione:
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I calcoli LLi, LAi, LRi, sono tutti sottosistemi della logica intuizionista LJ, perciò, come è stato osservato nell’Introduzione, essi possono contenere al massimo una formula nel conseguente.

Nella presentazione delle controparti classiche LL, LA, LRND dei calcoli LLi, LAi, LRi, adotteremo la versione a un solo lato; questa scelta ci tornerà utile nella dimostrazione della proprietà del modello finito per il calcolo LA. 

Definizione 5.3: La negazione lineare ​(p di p è definita solo per p(Var£7, ed è estesa ad ogni A(For£7 in modo che:

a) ((A = A,

b) ((A(B) = (A((B,

c) ((A(B) = (A((B,

d) (0 = 1.

Inoltre si scrive A(B per indicare (A(B; le regole del calcolo dei sequenti LL sono le seguenti:
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Il calcolo LA è ottenuto da LL tramite l’aggiunta dell’indebolimento:
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Il calcolo LRND è ottenuto da LL tramite l’aggiunta della contrazione:
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Per il resto del capitolo indicheremo con HS, ciascuno dei  HL, HA, HRND; con LS ciascuno dei LL, LA, LRND;  con HSi ciascuno dei HLi, HAi, HRi; con FL( per (((e, ew, ec( ciascuno dei LLi, LAi, LRi. Quest’ultima notazione sebbene appaia strana, si motiva dal fatto che è quella usata da Ono in (Ono 200+(.

Diamo ora solo gli enunciati di alcuni importanti risultati a cui faremo riferimento in seguito, a cominciare dal teorema di eliminazione della cesura per i calcoli LS e FL(.

Teorema 5.4: Se ( ( ( un sequente dimostrabile in LS, rispettivamente FL(, allora esiste una dimostrazione di ( ( ( in LS, rispettivamente FL(, nella quale non viene applicata la regola di cesura.

Dim: Si confronti ad esempio (Paoli 2002(.

Si noti che per LS, ( è vuoto.

Questo teorema afferma che l’insieme dei sequenti dimostrabili in LS, rispettivamente FL(, utilizzando la cesura, è il medesimo insieme di quelli dimostrabili in LS, rispettivamente FL(, senza far ricorso a tale regola. In questo senso si afferma la sua eliminabilità; la cesura non è però una regola ridondante, in quanto non è ottenibile a partire dalle altre regole del sistema formale.

Si noti che la dimostrazione di questo teorema è costruttiva in quanto, partendo da una dimostrazione del sequente ( ( ( in LS, rispettivamente FL(, nella quale appaia una o più applicazioni della cesura, viene fornito un algoritmo che consente di trasformare tale dimostrazione in una prova del medesimo sequente in cui la cesura non viene mai applicata. 

Come già accennato, i calcoli à la Gentzen LS e FL(, sono equivalenti alle loro controparti à la Hilbert HS e HSi. Il prossimo risultato specifica in che modo si possa parlare di equivalenza tra calcoli così dissimili tra di loro.

Definizione 5.5: Se A1, . . . , An ( B1, . . . , Bm è un sequente, la sua traduzione in formula t(A1, . . . , An ( B1, . . . , Bm) è definita come segue:

a) A1( . . . (An ( B1( . . . (Bm, per n, m>0;

b) ((A1( . . . (An), per n>0, m=0;

c) B1( . . . (Bm, per n=0, m>0;

d) 0, per n, m=0.

Si noti che per LS, n è sempre uguale a 0.

Teorema 5.6: 
a) Il calcolo LS dimostra ( ( ( sse HS dimostra t(( ( ().

 

 
b) Il calcolo FL( dimostra ( ( ( sse HSi dimostra t(( ( ().

Da questo risultato segue anche la correttezza e la completezza dei calcoli LS e FL( rispetto alle struttura algebriche del capitolo 2, per le quali sono corretti e completi i rispettivi calcoli HS e HSi.

A questo punto abbiamo tutti gli strumenti per affrontare la dimostrazione della proprietà del modello finito per il calcolo LAi e l’estensione di tale risultato a LA.

d) Una dimostrazione algebrica dell’eliminazione della cesura per LAi

In [Ono 200+] viene data una dimostrazione algebrica del teorema di eliminazione della cesura per il calcolo LAi. L’idea ispiratrice per questo risultato proviene da [Maehara 1991], [Okada 1996] e [Jipsen e Tsinakis 2002]. 

Partiamo da alcune definizioni.

Definizione 5.7: Una semi-algebra FLew è una struttura del primo ordine A = <A, 0, 1, (, ∘, ⊓, ⊔, ≼> di tipo <<0, 0, 2, 2, 2, 2>, <2>> t. c. :

D1) <A, ∘, 1> è un monoide abeliano, 

D2) 
≼ è una relazione riflessiva t. c. per ogni x, y(A:

a) x≼1.

b) se x≼y allora x∘a≼y.

c) 0∘x≼y
d) se x≼a e y≼b allora x∘y≼a∘b,

e) se x≼a e b∘y≼z allora (a(b)∘x∘y≼z,

f) se a∘x≼y e b∘x≼y allora (a⊔b)∘x≼y,

g) se x≼a allora x≼a⊔b,

h) se x≼b  allora x≼a⊔b,

i) se a∘x≼y allora (a⊓b)∘x≼y,

l) se b∘x≼y allora (a⊓b)∘x≼y,

m) se x≼a e x≼b allora x≼a⊓b.

n) se x∘a≼b allora x≼a(b.

Definizione 5.8: Un semi-modello algebrico FLew è una coppia ordinata M = <A, v> in cui A è un’algebra FLew e v è una valutazione algebrica di £6 con valori in A che soddisfa le condizioni di def. 2.16.

Osservazione: Ogni algebra FLew con l’ordine reticolare ( è una semi-algebra FLew, infatti ogni algebra FLew soddisfa le condizioni (D1), (D2). Allo stesso modo, se ≼ è un ordine parziale in una semi-algebra FLew A, allora A è un’algebra FLew con ordine reticolare ≼.

L’osservazione precedente implica che per ogni A, B(For£6, se una disuguaglianza v(A)≼v(B) vale in ogni semi-modello FLew M = <A, v>, allora v(A)(v(B) vale in ogni modello FLew M = <B, v>. In particolare se A(For£6 è valida in ogni semi-algebra FLew, allora A è valida anche in ogni algebra FLew. 

Il risultato principale ottenuto da Ono afferma che anche l’inverso vale: se A è valida anche in ogni algebra FLew, allora A è valida in ogni semi-algebra FLew. Questo risultato può essere considerato un’espressione algebrica dell’eliminazione della cesura per il calcolo LAi. Infatti, come le algebre FLew sono strutture rispetto alle quali il calcolo LAi è corretto e completo, così le semi-algebre FLew sono strutture rispetto alle quali lo è il calcolo LAi senza cesura; cioè (1) LAi dimostra A(For£6 sse (2) A è valida in ogni algebra FLew sse (3) A è valida in ogni semi-algebra FLew sse (4) LAi senza cesura dimostra A.

I passaggi tra (1) e (2), tra (3) e (4) sono validi per completezza e correttezza; rimane da dimostrare il passaggio tra (2) e (3), in particolare quello da (2) a (3). Introduciamo le nozioni necessarie al raggiungimento di questo risultato. 

Definizione 5.9: Sia M = <M, (, 1> un monoide abeliano. Una funzione unaria C su ((M) è un’operazione di pre-chiusura se per ogni X, Y(((M) soddisfa:

1) X(C(X),

2) CC(X)(C(X),

3) se X(Y allora C(X)(C(Y).

Se per ogni X, Y(((M), la funzione C soddisfa anche la seguente quarta condizione:

4) C(X)(C(Y)(C(X(Y), con X(Y=(x(y(x(X, y(Y(,

allora C è una operazione di chiusura su ((M).

Sia C un’operazione di chiusura, un sottoinsieme X di M si dice chiuso se C(X)=X. 

Sia C(((M)) l’insieme di tutti i sottoinsiemi chiusi di M. Si definiscano le operazioni (C, (C, e ( su sottoinsiemi X, Y di C(((M)), nel modo seguente:

a) X(CY=C(X(Y),

b) X(CY=C(X(Y),

c) X(Y=(z(A (X((z((Y(.

Si dimostra allora il seguente risultato:

Lemma 5.10: l’algebra CM = <C(((M)), C((), C((1(), (, (C, (, (C> è un’algebra FLe con ordine reticolare ( e in cui C((1() è l’elemento neutro per (C.

In particolare si può prendere il ridotto monoidale della semi-algebra FLew A come monoide abeliano M. Introduciamo ora un’opportuna operazione di chiusura sul supporto A di A.

Definizione 5.11: Per ogni x, y(A definiamo [x; y]=(w(A( x∘w≼y(.

L’insieme B di tutti i sottoinsiemi di A di questo tipo forma una base chiusa. Usando B si può definire una operazione di chiusura C su ((A):

C(X) = ⊓([x; y] ( X([x; y] con x, y appartenenti ad A(, per ogni sottoinsieme X di A.

Lemma 5.12: La funzione C di definizione 5.11 è un’operazione di chiusura su C(((A)).

Dim: Dimostriamo che C soddisfa le quattro condizioni imposte sulle operazioni di chiusura nella definizione 5.9.

1) Sia a(X. Per ogni x, y(A, se X([x; y] allora a([x; y], quindi a(⊓([x; y] ( X([x; y] con x, y appartenenti ad A(=C(X).

2) Se a(CC(X) allora a(C(⊓([x; y] ( X([x; y] con x, y appartenenti ad A(). Ciò significa che per ogni h, k(A, se ⊓([x; y] ( X([x; y] con x, y appartenenti ad A( è un sottoinsieme di [h; k] allora a([h; k]. Ma per ogni h, k(A, se ⊓([x; y] ( X([x; y] con x, y appartenenti ad A( è un sottoinsieme di [h; k] allora X([h; k], quindi [h; k](([x; y] ( X([x; y] con x, y appartenenti ad A(, perciò a(⊓([x; y] ( X([x; y] con x, y appartenenti ad A(=C(X).

3) Sia X(Y. Per ogni x, y(A se Y([x; y] allora X([x; y] e quindi C(X)=⊓([x; y] ( X([x; y] con x, y appartenenti ad A( è un sottoinsieme di ⊓([x; y] ( Y([x; y] con x, y appartenenti ad A(=C(Y).

4) Se a(C(X)(C(Y) allora esistono b(C(X) e c(C(Y) t. c. a=b∘c; ciò significa che per ogni x, y(A, se X([x; y] allora b([x; y] e per ogni h, k(A, se Y([h; k] allora c([h; k]. Supponiamo che X(Y([u; w]; ciò significa che per ogni e(X e ogni f(Y,  u∘(e∘f)≼w. Dalle ipotesi si ricava che per ogni f(Y,  u∘(b∘f)≼w, e ancora per le ipotesi u∘(b∘c)≼w. Quindi a([u; w], cioè a(C(X(Y).

Il lemma 5.10 afferma che se A è una semi-algebra FLe allora CA è un’algebra FLe. Dimostriamo ora la specializzazione di questo risultato per le algebre e semi-algebre FLew:

Lemma 5.13: Se A è una semi-algebra FLew allora CA è un’algebra FLew.

Dim: Si deve dimostrare che A=C((1(). Innanzitutto C((1() = ⊓([x; y] ( x≼y con x, y appartenenti ad A( e per (D2b) si ha che per ogni w(A, se x≼y allora x∘w≼y.

L’algebra FLew CA è determinata in modo unico dalla semi-algebra FLew A ed è detta da Ono il quasi-completamento di A.

Definizione 5.14: Definiamo una corrispondenza []: A ( C(((A)), dove per ogni u(A, [u]=[1; u], cioè [u]=(w(A ( w≼u(.

Teorema 5.15: Siano u, w elementi appartenenti ad A e U, W sottoinsiemi chiusi qualsiasi di A t. c. u(U([u] e w(W([w]. Allora per ogni (((⊓, ⊔, ∘, ((, si dimostra che u(w(U(CW([u(w], con (C che denota rispettivamente (, (C, (C, (. In particolare si ottiene u(w([u](C[w]([u(w].

Dim: 

1) (=⊓.

Se u(U=C(U) e w(W=C(W) allora per ogni x, y(A, U([x; y] implica x∘u≼y e per (D2i) si ottiene che x∘(u⊓w)≼y. Allo stesso modo, se W([x; y] allora x∘w≼y e per (D2l) si ottiene x∘(u⊓w)≼y. In questo modo si è dimostrato che per ogni x, y(A, se U, W([x; y] allora x∘(u⊓w)≼y, quindi u⊓w(C(U)(C(W)=U(W.

Sia m(U(W; si deve dimostrare che m≼u⊓w. Per ipotesi m≼u e m≼w e per (D2m) m≼u⊓w.

2) (=⊔.

Se u(U=C(U) e w(W=C(W) allora per ogni x, y(A, U([x; y] implica x∘u≼y e se W([x; y] si ha x∘w≼y. Si deve dimostrare che per ogni p, q(A t.c. U(W([p; q], si ha p∘(u⊔w)≼q, Dalle ipotesi si ottiene che per ogni x, y(A se U(W([x; y] allora x∘u≼y e x∘w≼y, cioè per (D2f) x∘(u⊔w)≼y.

Se m(U(CW allora per ogni x, y(A, U(W([x; y] implica x∘m≼y. Si deve dimostrare che m≼u⊔w. Per ipotesi per ogni k(U, k≼u e per (D2g) k≼u⊔w, per ogni h(W, h≼w e per (D2h) h≼u⊔w; quindi U(W([u⊔w] e perciò m≼u⊔w.

3) (=∘. 

Si deve dimostrare che per ogni p, q(A, se U(W([p; q] allora p∘(u∘w)≼q. Ma u∘w(U(W, quindi per ogni p, q(A, se U(W([p; q] allora u∘w([p; q], e perciò p∘(u∘w)≼q.
Se m(U(CW allora per ogni x, y(A, se U(W([x; y] si ha x∘m≼y; si deve dimostrare che m≼u∘w. Per ipotesi per ogni x(U, x≼u e per ogni y(W, y≼w; per (D2d) x∘y≼u∘w, quindi U(W([u∘w] e perciò m≼u∘w.

4) (=(.

Si deve dimostrare che u(w(U(W, cioè che U((u(w((W. Per ipotesi per ogni h(U, h≼u e per ogni k, z(A, W([k; z] implica k∘w≼z. Per (D2e) si ottiene che k∘h∘(u(w)≼z e quindi h∘(u(w)(C(W)=W.

Se m(U(W allora per ogni h(U, h∘m(W, cioè h∘m≼w; in particolare u∘m≼w e per (D2n) si ottiene m≼u(w.

Dimostriamo ora il risultato principale ottenuto da Ono che garantisce il passaggio da (2) a (3) dell’Osservazione.

Teorema 5.16: Per ogni A, B(For£6, se v’(A)(v’(B) vale in ogni modello FLew M = <B, v’> allora v(A)≼v(B) vale in ogni semi-modello FLew M = <A, v>.

Questo teorema segue direttamente dal prossimo lemma.

Lemma 5.17:  Per ogni A, B(For£6, se v(A)≼v(B) non vale in un semi-modello FLew M = <A, v>, allora esiste una valutazione g per la quale g(A)(g(B) non vale nel quasi-completamento CA di A.

Dim: Supponiamo che v(A)≼v(B) non valga in una semi-algebra FLew A. Prendiamo il quasi-completamento CA di A che è un’algebra FLew, come è stato dimostrato nei lemmi 5.10 e 5.13. Definiamo una valutazione g su C(((A) come segue. Per ogni variabile proposizionale q di £6, g*(q)=[v(q)]; la valutazione g è un omomorfismo da For£6 a A che estende g* in modo da rispettare le condizioni poste in def. 2.16. Per le costanti 0 e 1 definiamo g(0)=C(()([0] e g(1)=[1]. Usando il teorema 5.15 possiamo dimostrare quanto segue per induzione sulla lunghezza della formula C(For£6.

Lemma 5.18: Per ogni formula C(For£6, v(C)(g(C)([v(C)].

Dim: Se C è una variabile proposizionale allora il teorema vale in quanto per definizione v(C)(g(C)=[v(C)].

Se C è 1 o 0 allora il teorema vale in quanto 1(g(1)=[1] e 0(g(0)=C(()([0].

Se C=A(B allora v(C)=v(A(B)=v(A)⊓v(B). Per ipotesi induttiva v(A)(g(A)([v(A)] e v(B)(g(B)([v(B)], per il teorema 5.15 v(A)⊓v(B)(g(A)(g(B)=g(A(B) e inoltre g(A(B)=g(A)(g(B)([v(A)⊓v(B)].

Se C=A(B allora v(C)=v(A(B)=v(A)⊔v(B). Per ipotesi induttiva v(A)(g(A)([v(A)] e v(B)(g(B)([v(B)], per il teorema 5.15 v(A)⊔v(B)(g(A)(Cg(B)=g(A(B) e inoltre g(A(B)=g(A)(Cg(B)([v(A)⊔v(B)].

Se C=A(B allora v(C)=v(A(B)=v(A)∘v(B). Per ipotesi induttiva v(A)(g(A)([v(A)] e v(B)(g(B)([v(B)], per il teorema 5.15 v(A)∘v(B)(g(A)(Cg(B)=g(A(B) e inoltre g(A(B)=g(A)(Cg(B)([v(A)∘v(B)].

Se C=A(B allora v(C)=v(A(B)=v(A)(v(B). Per ipotesi induttiva v(A)(g(A)([v(A)] e v(B)(g(B)([v(B)], per il teorema 5.15 v(A)(v(B)(g(A)(g(B)=g(A(B) e g(A(B)=g(A)(g(B)([v(A)(v(B)].

A questo punto abbiamo tutti gli strumenti per dimostrare il lemma 5.17.

Si supponga per assurdo che g(A)(g(B) valga in CA. Per il lemma 5.18 abbiamo v(A)(g(A)(g(B)([v(B)] e quindi v(A)≼v(B); ma questo contraddice le nostre assunzioni e perciò la disuguaglianza g(A)(g(B) non vale nell’algebra FL( CA.

Corollario 5.19: Per ogni A, B(For£6, v’(A)(v’(B) vale in ogni modello FLew M = <B, v’> sse v(A)≼v(B) vale in ogni semi-modello FLew M = <A, v>. In particolare, una formula A(For£6 è valida in ogni algebra FLew sse A è valida in ogni semi-algebra FLew.

Osservazione: La dimostrazione algebrica di eliminazione della cesura appena fornita non può essere estesa ai calcoli LLi e LRi. Il problema sta nella dimostrazione del lemma 5.18 e in particolare del caso per C=0. Infatti per dimostrare che 0(g(0) si ha bisogno della condizione (D2c) che vale solo per le algebre FLew.
e) Una dimostrazione della proprietà del modello finito per LAi

Cercheremo ora di dare una dimostrazione della proprietà del modello finito per il calcolo LAi, utilizzando il risultato principale raggiunto nel paragrafo precedente e registrato nel Corollario 5.19. Le fonti principali di questo paragrafo sono [Ono 200+] e [Okada e Terui 1999].

Osserviamo innanzitutto che dato M = <M, (, 1> monoide abeliano, l’insieme dei sottoinsiemi chiusi di M è finito qualora la base chiusa B lo sia. Infatti se gli insiemi del tipo [x; y] per x, y appartenenti ad A, sono in un numero finito n(N, allora facendone intersezioni arbitrarie si otterrà fino ad un massimo di (i=0 (in) sottoinsiemi di M distinti. Registriamo questo fatto nel seguente lemma:

Lemma 5.20: Sia A = <A, 0, 1, (, ∘, ⊓, ⊔, ≼> una semi-algebra FLew t. c. la base chiusa B determinata da ≼ è finita. Allora il quasi-completamento CA di A è anch’esso finito.

A questo punto si tratta di trovare un modo per ottenere da una semi-algebra FLew A, una semi-algebra FLew A’ la cui base chiusa sia però finita.

Definizione 5.21: Sia A = <A, 0, 1, (, ∘, ⊓, ⊔, ≼> una semi-algebra FLew. Per ogni coppia ordinata <u, w> di elementi di A, i predecessori di <u, w> sono definiti induttivamente come segue:

a) La coppia <u, w> è essa stessa un predecessore di <u, w>.

b) Sia <z1, z2> un predecessore di <u, w>. Se per qualche u1, u2, w1, w2, “se u1≼u2 (e w1≼w2) allora z1≼z2” è una delle condizioni (D2), allora ogni predecessore di <u1, u2> (e di <w1, w2>) è un predecessore di <u, w>.

Definizione 5.22: Un insieme finito S di coppie ordinate <u, w> di elementi di A è detto finitamente basato, se l’insieme S+ di tutti i predecessori di ciascun elemento di S è finito.

Lemma 5.23: Sia A = <A, 0, 1, (, ∘, ⊓, ⊔, ≼> una semi-algebra FLew. Per ogni sottoinsieme S finitamente basato di coppie ordinate <u, w> di elementi di A, esiste una relazione binaria ≼’ t. c. :

1) Se <u, w>(S+ allora u≼’w sse u≼w,

2) La struttura A’ = <A, 0, 1, (, ∘, ⊓, ⊔, ≼’> è una semi-algebra FLew,

3) La base chiusa indotta da ≼’ è finita.

Dim: Definiamo una relazione binaria ≼’ sull’insieme A nel modo seguente, per ogni u, w(A:

a) se <u, w>(S+ allora u≼’w sse u≼w,

b) se <u, w>(S+ allora u≼’w vale sempre.

La relazione ≼’ appena definita soddisfa la condizione (1) del nostro lemma.

Dimostriamo ora che la relazione ≼’ soddisfa tutte le condizioni (D2). Supponiamo che (D2x) sia una certa condizione per ≼ del tipo “se u1≼u2 (e w1≼w2) allora z1≼z2”. Dobbiamo dimostrare che tale condizione vale anche per ≼’, cioè se u1≼’u2 (e w1≼’w2) allora z1≼’z2. Supponiamo per contrapposizione che non valga z1≼’z2. Per la definizione di ≼’ questo accade quando <z1, z2>(S+ ma z1≼z2 non vale. Per ipotesi <u1, u2> (e <w1, w2>) deve appartenere a S+. Poiché “se u1≼u2 (e w1≼w2) allora z1≼z2” è la condizione (D2x) per ≼ allora u1≼u2 (o w1≼w2) non deve valere; quindi per (1) neppure u1≼’u2 (o w1≼’w2) vale, perciò la condizione (D2x) è soddisfatta.

Nello stesso modo si dimostra che ogni condizione (D2) per ≼’ sulle semi-algebre FLew è soddisfatta, perciò A’ è una semi-algebra FLew.

Dimostriamo infine il terzo e ultimo punto. La base chiusa B’ indotta da ≼’ consiste di tutti gli insiemi della seguente forma, per ogni x, y(A: 

[x; y]’=(w(A( x∘w≼’y(.

Si dimostra che [x; y]’=A per tutte tranne un numero finito di coppie ordinate <x, y>. Infatti se <x, y>(S+ allora per ogni w(A anche <x∘w, y>(S+ per (D2b); quindi x∘w≼’y vale per ogni w(A. Quanto appena dimostrato, assieme al fatto che S+ è finito, implica che la base chiusa B’ è finita.

Ono osserva che questo lemma afferma che ogni sottoinsieme S di A finitamente basato può essere immerso in una semi-algebra FLew con una base chiusa finita.

Teorema 5.24: Il calcolo LAi ha la proprietà del modello finito.

Supponiamo che A non sia dimostrabile in LAi, allora 1≼v(A) non è vero in un semi-modello FLew M = <A, v>. A questo punto si dimostra che il singoletto (<1, v(A)>( è finitamente basato. Per fare questo abbiamo bisogna di un’ultima definizione.

Definizione 5.25: Definiamo la lunghezza l(s) di un elemento s(A induttivamente, come segue:

1) Se s è un termine atomico o 1 o 0, allora l(s)=1,

2) Supponiamo che per s, t(A, l(s)=n e l(t)=m, definiamo la lunghezza l(s(t) di s(t(A come la somma di l(s) e l(t), (con (((⊓, ⊔, ∘, (().

Infine si definisce la lunghezza l(<u1, u2>) di una coppia ordinata <u1, u2> come la somma delle lunghezze l(u1) e l(u2) dei termini u1 e u2. 

È semplice dimostrare, prendendo in considerazione una per una le condizioni D2, che per ogni coppia ordinata <u, w> la lunghezza dei suoi predecessori è minore della sua lunghezza. Quindi si ricava che (<1, v(A)>( è finitamente basato.

Per il lemma 5.23 si può immergere (<1, v(A)>( in una semi-algebra FLew A’ che ha una base chiusa finita, in cui non 1≼’v(A). Per il lemma 5.20 il quasi-completamento CA’ di A’ è finito; inoltre, poiché 1≼’v(A) non vale in A’, esiste una valutazione v’ t. c. 1(v’(A) non vale in CA’ per il lemma 5.17.

Abbiamo perciò dimostrato che se il calcolo LAi non dimostra A(For£6, allora A non è valida in un’algebra FLew finita.

Discussione:

1) Per quanto è stato detto nel paragrafo (a), dal teorema 5.24 segue che il calcolo LAi è decidibile. 

2) Ono osserva che è essenziale, nella dimostrazione del teorema 5.23, che per ogni coppia di elementi u, w(A, l’insieme {<u, w>} sia finitamente basato. In termini sintattici questo può essere parafrasato dicendo che: per ogni sequente il suo albero di ricerca della dimostrazione deve essere finito.

f) Una dimostrazione algebrica dell’eliminazione della cesura per i calcoli classici LS.

In questo sesto paragrafo cercheremo di estendere la dimostrazione algebrica di eliminazione della cesura data da Ono in [Ono 200+] per il calcolo LAi, al caso classico.

Partiamo da alcune definizioni.

Definizione 5.26: Un semi-reticolo *-autonomo è una struttura del primo ordine A = <A, 0, 1, (, (, ∘, +, ⊓, ⊔, ≼> di tipo <<0, 0, 1, 2, 2, 2, 2, 2>, <2>> t. c. :

E1) <A, ∘, 1> è un monoide abeliano, 

E2) <A, +, 0> è un monoide abeliano,

E3) <A, (, ⊓, ⊔> è un reticolo involutivo,

E4) 
≼ è una relazione che soddisfa:


a) 1≼a+((a),

b) se 1≼a+x e 1≼b+y allora 1≼(a∘b)+x+y,

c) se 1≼a+x e 1≼b+x allora 1≼(a⊓b)+x,

d) se 1≼a+x allora 1≼(a⊔b)+x,

e) se 1≼b+x allora 1≼(a⊔b)+x,

E5) 
a) ((x+y)=(x∘(y,

b) (0=1,

c) x(y=(x+y.

Definizione 5.27: Un semi-reticolo residuato classico, o più brevemente semi-c. r. reticolo, è un semi-reticolo *-autonomo t. c. :

E4)
f) se 1≼x allora 1≼a+x.

Definizione 5.28: Una semi-reticolo *-autonomo idempotente è un semi-reticolo *-autonomo t. c. :

E4)
g) se 1≼x+(a+a) allora 1≼x+a.

D’ora in poi adotteremo la convezione di indicare con (semi-)algebra FL( classica, con (((e; ew; ec(, rispettivamente ciascuno dei (semi-)reticoli *-autonomi, dei (semi-)c. r. reticoli e dei (semi-)reticoli *-autonomi idempotenti. Per calcolo FL( classico, con (((e; ew; ec(, si intenderà rispettivamente i calcoli LL, LA e LRND.

Definizione 5.29: Un semi-modello FL( classico è una coppia ordinata M = <A, v> in cui A è una semi-algebra FL( classica e v è una valutazione algebrica di £7 con valori in A che rispetta le condizioni di def. 2.16.

Osservazione: Si noti che, in modo del tutto analogo a quanto succede per le algebre e le semi-algebre FLew, ogni algebra FL( classica con l’ordine reticolare ( è una semi-algebra FL( classica. Allo stesso modo, se ≼ è un ordine parziale in una semi-algebra FL( classica A, allora A è un’algebra FL( classica con ordine reticolare ≼.

L’osservazione precedente implica che per ogni A(For£7, se una disuguaglianza 1≼v(A) vale in ogni semi-modello FL( classico M = <A, v>, allora 1(v(A) vale in ogni modello FL( classico M = <B, v>. In particolare se A(For£7 è valida in ogni semi-algebra FL( classica allora A è valida anche in ogni algebra FL( classica. 

Estenderemo il risultato ottenuto da Ono per le algebre e le semi-algebre FLew alle algebre e semi-algebre FL( classiche. Ciò che andremo a dimostrare può essere considerato un’espressione algebrica del teorema di eliminazione della cesura per i calcoli FL( classici. Infatti, come le algebre FL( classiche sono strutture rispetto alle quali i calcoli FL( classici sono corretti e completi, così le semi-algebre FL( classiche sono strutture rispetto alle quali lo sono i calcoli FL( classici senza cesura; cioè (1) FL( classico dimostra A(For£7 sse (2) A è valida in ogni algebra FL( classica sse (3) A è valida in ogni semi-algebra FL( classica sse (4) FL( classico senza cesura dimostra A.

I passaggi tra (1) e (2), tra (3) e (4) sono validi per completezza e correttezza; rimane da dimostrare il passaggio tra (2) e (3). Rispetto alla dimostrazione data da Ono dovremo modificare il modo in cui viene costruito il quasi-completamento CA di A, in modo da adattarla al caso classico; tutto questo iniziando dalla definizione dell’operazione di chiusura sulle semi-algebre FL( classiche.

Definizione 5.30: Siano M = <M, (, 1> un monoide abeliano e D un sottoinsieme non vuoto di M. Per ogni X(((M), definiamo \X come (y ( (x(X, x(y(D(. Si dimostra che per ogni X(((M), \\X è un’operazione di pre-chiusura su ((M).

Si definiscano infine le operazioni (C, (C, ( su sottoinsiemi X, Y di C(((M)) come in def. 5.9; inoltre si definisca +C nel modo seguente:

d) X+CY= \(\X(\Y).

Si dimostra il seguente risultato:

Lemma 5.31: L’algebra CM = <C(((M)), D, \\(1(, \, (, (C, +C, (, (C> è un’algebra FLe classica con ordine reticolare ( e in cui D è l’elemento neutro per +C, mentre \\(1( è l’elemento neutro per (C. 

Dim: Si confronti [Paoli 2002], pg. 243 per una dimostrazione.

In particolare si può prendere il ridotto monoidale della semi-algebra FL( classica A come monoide abeliano M e come D l’insieme (x(A ( 1≼x(.

Introduciamo ora un’opportuna operazione di pre-chiusura sul ridotto monoidale <A, +, 0> della semi-algebra FL( classica A.

Definizione 5.32: Per ogni X(((A) definiamo \X=X(D=(y(A ( (x, se x(X allora 1≼x+y(.

Usando l’operazione \ appena definita su ((A) si può definire una operazione di pre-chiusura C su ((A):

C(X) = \\X = (z(A ( (y(A ((x, se x(X allora 1≼x+y) implica 1≼z+y(, per ogni X sottoinsieme di A.
Lemma 5.33: La funzione C di definizione 5.32 è un’operazione di pre-chiusura su ((A).

Dim: Dimostriamo che C soddisfa le tre condizioni imposte sulle operazioni di pre-chiusura nella definizione 5.9.

1) Sia x(X; se per ogni z, z(X implica 1≼z+y, allora in particolare 1≼x+y, e quindi x(\\X.

2) Se X(Y allora \Y(\X. Infatti z(\Y implica per ogni y(Y, 1≼z+y; in particolare anche per ogni x, se x(X allora 1≼z+x e quindi z(\X. Per (1) si ha che \X(\\\X e per quanto appena dimostrato si ottiene che \\\\X(\\X.

3) Da X(Y segue, per due applicazioni di (2), che \\X(\\Y. 

Il lemma 5.31 afferma che se A è una semi-algebra FLe classica allora CA è un’algebra FLe classica. Dimostriamo ora la specializzazione di questo risultato per le algebre e semi-algebre FLew e FLec classiche:

Lemma 5.34: Se A è una semi-algebra FL( classica allora CA è un’algebra FL( classica

Dim: 

Il caso per (=e è già stato trattato nel lemma 5.31.

Per (=ew, dobbiamo dimostrare che A=\\(0(. Innanzitutto \\(0(=(z(A ( (y(A se 1≼y allora 1≼z+y ( e per (E4f) se 1≼y allora 1≼z+y, per ogni z(A.

Per (=ec, dobbiamo dimostrare che X(X(CX. Se a(X allora a+a(X(CX, cioè (y(A, ((u, se u(X(X allora 1≼u+y) implica 1≼(a+a)+y. Per (E4g) si ha (y(A, ((u, se u(X(X allora 1≼u+y) implica 1≼a+y, e quindi a(X(CX.
Riprendendo quanto detto per il caso intuizionista, l’algebra FL( CA classica è determinata in modo unico dalla semi-algebra FL( classica A ed è anch’essa detta quasi-completamento di A.

Definizione 5.35: definiamo una corrispondenza \((: A ( C(((A)); si ricordi che per ogni u(A, \(u(=(y(A ( 1≼u+y(
Teorema 5.36: Siano u, w elementi appartenenti ad A. Si dimostra \\(u((\((u( e per ogni (((⊓, ⊔, ∘, +, ((, \(u((C\(w((\(u(w(, con (C che denota rispettivamente (, (C, (C, +C, (.

Dim:

1) Se y(\\(u( allora per ogni x(A, 1≼x+u implica 1≼x+y. In particolare per (E4a) 1≼((u)+u e quindi 1≼((u)+y, perciò y(\((u(.

2) (=⊓.

Si deve dimostrare che \(u((\(w((\(u⊓w(. Se y(\(u((\(w( allora si ha 1≼y+u e 1≼y+w; per (E4c) si ricava che 1≼y+(u⊓w), cioè y(\(u⊓w(.

3) (=⊔.

Si deve dimostrare che \(u((C\(w((\(u⊔w(. Se y(\(u((C\(w( allora si ha che (z(A, ((x, se x(\(u((\(w( allora 1≼x+z) implica 1≼y+z. Se x(\(u( allora per (E4d) si ricava 1≼x+(u⊔w), mentre se x(\(w( allora per (E4e) si ricava 1≼x+(u⊔w). Per le ipotesi, ponendo z=u⊔w, si ottiene che 1≼y+(u⊔w), cioè y(\(u⊔w(.

4) (=∘.

Si deve dimostrare che \(u((C\(w((\(u∘w(. Se y(\(u((C\(w( allora (z(A, ((x, se x(\(u((\(w( allora 1≼x+z) implica 1≼y+z. Inoltre se x(\(u((\(v( allora esistono h, k t. c. x=h+k e 1≼u+k e 1≼w+k. Per (E4b) 1≼(u∘w)+(h+k), cioè 1≼(u∘w)+x; dalle ipotesi, ponendo z=u∘w, si ricava che 1≼(u∘w)+y e quindi y(\(u∘w(.

5) (=+.

Si deve dimostrare che \(u(+C\(w((\(u+w(. Se y(\(u(+C\(w(=\(\\(u((\\(w() allora per ogni z(\\(u((\\(w(, 1≼y+z. In particolare u(\\(u( e w(\\(w(, quindi u+w(\\(u((\\(w( e per le ipotesi 1≼y+(u+w), cioè y(\(u+w(.

6) (=(.

Si deve dimostrare che \(u((\(w((\(u(w(. Se y(\(u((\(w( allora per ogni z(\(u(, 1≼(y+z)+w. In particolare 1≼(y+((u))+w e per (E5c) si ottiene che 1≼y+(u(w), cioè y(\(u(w(.
Dimostriamo l’analogo per il caso classico del risultato principale ottenuto da Ono e registrato nel Corollario 5.19.

Teorema 5.37: Per ogni A(For£7, se 1(v’(A) vale in ogni modello FL( classico M = <B, v’> allora 1≼v(A) vale in ogni semi-modello FL( classico M = <A, v>.

Questo teorema segue immediatamente dal prossimo lemma, in modo analogo a come il teorema 5.16 segue dal lemma 5.17.

Lemma 5.38:  Per ogni A(For£7, se 1≼v(A) non vale in un semi-modello FL( classico M = <A, v>, allora esiste una valutazione g per la quale \\(0((g(A) non vale nel quasi-completamento A’ di A.

Dim: Supponiamo che 1≼v(A) non valga in una semi-algebra FL( classica A. Prendiamo il quasi-completamento A’ di A che è un’algebra FL(, come è stato dimostrato nei lemmi 5.31 e 5.34. Definiamo una valutazione g su C(((A)) come segue. Per ogni variabile proposizionale q che appartiene a £7, g*(q)=\(v(q)(; per ogni negata (q di una variabile q, definiamo g*((q)=\\(v(q)(. 

La valutazione g è un omomorfismo da For£7 a A che estende g* in modo da rispettare le condizioni poste in def. 2.16. Per le costanti 0 e 1 si ha g(0)=\(0(=D e g(1)=\(1(=\\(0(.

Siccome g* è stata definita anche sulla negata di una variabile proposizionale, si deve ora dimostrare che viene rispettata la condizione (6) della definizione 2.16. Si dimostra cioè che per ogni formula D(For£7, g((D)=\g(D). La dimostrazione è per induzione sulla complessità di D(For£7.

Se D è una variabile proposizionale allora g((D) )=\\(v(D)(=\g(D).

Se D è uguale a 0 o a 1 allora g((1)=g(0)=\(0(=\\(1( e g((0)=g(1)=\(1(=\\(0(.

Se D=E(F allora g(((E(F))=g((E((F)=g((E)(Cg((F). Per ipotesi induttiva g((E)=\g(E) e g((F)=\g(F), quindi g((E)(Cg((F)=\g(E)(C\g(F)=\(g(E)(g(F)), e infine \(g(E)(g(F))=\(g(E(F)).

Se D=E(F allora g(((E(F))=g((E((F)=g((E)(g((F). Per ipotesi induttiva g((E)=\g(E) e g((F)=\g(F), quindi g((E)(g((F)=\g(E)(\g(F)=\(g(E)(Cg(F)), e infine \(g(E)(Cg(F))=\(g(E(F)).

Se D=E(F allora g(((E(F))=g((E((F)=g((E)+Cg((F). Per ipotesi induttiva g((E)=\g(E) e g((F)=\g(F), quindi g((E)+Cg((F)=\g(E)+C\g(F)=\(g(E)(Cg(F)), e infine \(g(E)(Cg(F))=\(g(E(F)).

Se D=E(F allora g(((E(F))=g((E((F)=g((E)(Cg((F). Per ipotesi induttiva g((E)=\g(E) e g((F)=\g(F), quindi g((E)(Cg((F)=\g(E)(C\g(F)=\(g(E)+Cg(F)), e infine \(g(E)+Cg(F))=\(g(E(F)).

Se D=E(F allora g(((E(F))=g(E((F)=g(E)(Cg((F). Per ipotesi induttiva g((F)=\g(F), quindi g(E)(Cg((F)=g(E)(C\g(F)=\(g(E)(g(F)), e infine \(g(E)(g(F))=\(g(E(F)).

Il prossimo lemma serve invece alla dimostrazione dell’analogo per il caso classico del lemma 5.18.

Lemma 5.39: Per ogni formula D(For£7, g((D)(\((v(D)(.

Dim: La dimostrazione è per induzione sulla complessità della formula D(For£7.

Se D è una variabile proposizionale q allora il teorema vale in quanto per definizione g((q)=g*((q)=\\(v(q)( e per il teorema 5.36, \\(v(q)((\((v(q)(.

Se D è 1 o 0, allora g((1)=g(0)=\(0(=\((1( e g((0)=g(1)=\(1(=\((0(.

Se D=E(F allora g(((E(F))=g((E((F)=g((E)(Cg((F). Per ipotesi induttiva g((E)(\((v(E)( e g((F)(\((v(F)(, quindi g((E)(Cg((F)(\((v(E)((C\((v(F)(. Per il teorema 5.36 \((v(E)((C\((v(F)((\((v(E)⊔(v(F)(=\(v((E((F)(=\((v(E(F)(.

Se D=E(F allora g(((E(F))=g((E((F)=g((E)(g((F). Per ipotesi induttiva g((E)(\((v(E)( e g((F)(\((v(F)(, quindi g((E)(g((F)(\((v(E)((\((v(F)(. Per il teorema 5.36 \((v(E)((\((v(F)((\((v(E)⊓(v(F)(=\((v(E(F)(.

Se D=E(F allora g(((E(F))=g((E((F)=g((E)+Cg((F). Per ipotesi induttiva g((E)(\((v(E)( e g((F)(\((v(F)(, quindi g((E)+Cg((F)(\((v(E)(+C\((v(F)(. Per il teorema 5.36 \((v(E)(+C\((v(F)((\((v(E)+(v(F)(=\((v(E(F)(.

Se D=E(F allora g(((E(F))=g((E((F)=g((E)(Cg((F). Per ipotesi induttiva g((E)(\((v(E)( e g((F)(\((v(F)(, quindi g((E)(Cg((F)(\((v(E)((C\((v(F)(. Per il teorema 5.36 \((v(E)((C\((v(F)((\((v(E)∘(v(F)(=\((v(E(F)(.

Se D=E(F allora g(((E(F))=g((((E(F)). Si è dimostrato che g((((E(F))=\((v((E(F)=\((v(E(F)(.

Usando il teorema 5.36 e il lemma 5.39, possiamo dimostrare l’analogo per il caso classico del lemma 5.18.

Lemma 5.40: Per ogni formula C(For£7, g(C)(\(v(C)}.

Dim: La dimostrazione è per induzione sulla lunghezza della formula C(For£7.

Se C è una variabile proposizionale o 1 o 0, allora il teorema vale in quanto per definizione g(C)=\(v(C)}.

Se C=(A allora v(C)=v((A)=(v(A). Per il lemma 5.39, per ogni A(For£7, g((A)(\((v(A)(.

Se C=A(B allora v(C)=v(A(B)=v(A)⊓v(B). Per ipotesi induttiva g(A)(\(v(A)} e g(B)(\(v(B)}, per il teorema 5.36 g(A(B)=g(A)(g(B)(\(v(A)}(\(v(B)}(\(v(A)⊓v(B)(.

Se C=A(B allora v(C)=v(A(B)=v(A)⊔v(B). Per ipotesi induttiva g(A)(\(v(A)} e g(B)(\(v(B)}, per il teorema 5.36 g(A(B)=g(A)(Cg(B)(\(v(A)}(C\(v(B)}(\(v(A)⊔v(B)(.

Se C=A(B allora v(C)=v(A(B)=v(A)∘v(B). Per ipotesi induttiva g(A)(\(v(A)} e g(B)(\(v(B)}, per il teorema 5.36 g(A(B)=g(A)(Cg(B)(\(v(A)}(C\(v(B)}(\(v(A)∘v(B)(.

Se C=A(B allora v(C)=v(A(B)=v(A)+v(B). Per ipotesi induttiva g(A)(\(v(A)} e g(B)(\(v(B)}, per il teorema 5.36 g(A(B)=g(A)+Cg(B)(\(v(A)}+C\(v(B)}(\(v(A)+v(B)(.

Se C=A(B, allora si ha che  g(A(B)=g((A(B), e per quanto appena dimostrato g((A(B)(\(v((A(B)(=\(v(A(B)(.

A questo punto abbiamo tutti gli strumenti per dimostrare il lemma 5.38.

Si supponga per assurdo che \\(0((g(A) valga in CA. Per il lemma 5.40 abbiamo 0(\\(0((g(A)(\(v(A)( e quindi 1≼v(A)+0=v(A); ma questo contraddice le nostre assunzioni e perciò la disuguaglianza \\(0((g(A) non vale nell’algebra FL( classica CA.

Corollario 5.41: Per ogni A(For£7, 1(v’(A) vale in ogni modello FL( classico M = <B, v’> sse 1≼v(A) vale in ogni semi-modello FL( classico M = <A, v>. In particolare, una formula A(For£7 è valida in ogni algebra FL( classica sse A è valida in ogni semi-algebra FL( classica.

g) Una dimostrazione algebrica della proprietà del modello finito per LA

Cercheremo ora di dare una dimostrazione della proprietà del modello finito per il calcolo LA, seguendo la traccia di ciò che è stato fatto per il calcolo LAi. Le fonti principali di questo paragrafo sono [Ono 200+] e [Lafont 1997].

Definizione 5.42: Sia A = <A, 0, 1, (, (, ∘, +, ⊓, ⊔, ≼> una semi-algebra FLew classica. Per ogni u(A, i predecessori di u sono definiti induttivamente come segue:

a)  L’elemento u è esso stesso un predecessore di u.

b) Sia w un predecessore di u. Se per qualche z, h, “se 1≼z (e 1≼h) allora 1≼w” è una delle condizioni (E4), allora ogni predecessore di z (e di h) è un predecessore di u.

La definizione di S sottoinsieme di A finitamente basato è la medesima di quella fornita in def. 5.22; invece di considerare coppie ordinate di elementi di A si considerano semplicemente gli elementi di A.

Lemma 5.43: Sia A = <A, 0, 1, (, (, ∘, +, ⊓, ⊔, ≼> una semi-algebra FLew classica. Per ogni sottoinsieme S di elementi di A finitamente basato, esiste una relazione binaria ≼’ t. c. :

1) Se u(S+ allora 1≼’u sse 1≼u,

2) La struttura A’ = <A, 0, 1, (, (, ∘, +, ⊓, ⊔, ≼’> è una semi-algebra FLew classica,

3) L’insieme C(((A)) dei sottoinsiemi chiusi di A è finito.

Dim: Definiamo una relazione binaria ≼’ sull’insieme A nel modo seguente, per ogni u(A:

a) se u(S+, allora 1≼’u sse 1≼u,

b) se u(S+, allora 1≼’u vale sempre.

La relazione ≼’ appena definita soddisfa la condizione (1) del nostro lemma.

Dimostriamo ora che la relazione ≼’ soddisfa tutte le condizioni (E4). La dimostrazione è del tutto simile a quella fornita nel lemma 5.23. Supponiamo che una certa condizione (E4x) per ≼ sia del tipo “se 1≼z (e 1≼y) allora 1≼w”; dobbiamo dimostrare che tale condizione vale anche per ≼’, cioè se 1≼’z (e 1≼’y) allora 1≼’w. Supponiamo per contrapposizione che non valga 1≼’w. Per la definizione di ≼’ questo accade quando w(S+ ma 1≼w non vale. Per ipotesi  z, ed eventualmente y, devono appartenere a S+. Poiché “se 1≼z (e 1≼y) allora 1≼w” è la condizione (E4x) per ≼ allora 1≼z (o 1≼y) non deve valere; quindi per (1) neppure 1≼’z (o 1≼’y) vale, perciò la condizione (E4x) è soddisfatta.

Nello stesso modo si dimostra che ogni condizione (E4) per ≼’ sulle semi-algebre FLew classiche è soddisfatta, perciò A’ è una semi-algebra FLew classica.

Dimostriamo infine il terzo e ultimo punto.

Si dimostra che per tutti tranne un numero finito di sottoinsiemi X di A, \\(X)=A. 

Supponiamo che per ogni w(\X, w(S+; allora per (E4f) si ricava che per ogni y(A, nemmeno y+w appartiene a S+ e quindi vale 1≼’y+w. Perciò \\X=A.

Ora supponiamo che esista w(\X t. c. w(S+; da quanto appena osservato si comprende che \\X è determinato unicamente da w, e siccome esiste un numero finito di elementi w(S+, esisterà anche un numero finito di insiemi chiusi di A distinti. Quindi il quasi-completamento CA’ di A’ è finita. 

Questo lemma afferma che ogni sottoinsieme S di A finitamente basato può essere immerso in una semi-algebra FLew classica il cui completamento è finito.

Teorema 5.44: Il calcolo LA ha la proprietà del modello finito.

Supponiamo che A(For£7 non sia dimostrabile in LA, allora 1≼v(A) non è vero in un semi-modello FLew classico M = <A, v>. A questo punto si dimostra che il singoletto (v(A)( è finitamente basato. Si definisca la lunghezza l(s) di un elemento s(A come in def. 5.25. Si vede chiaramente che per ogni elemento s(A la lunghezza dei suoi predecessori è minore della sua lunghezza. Quindi si ricava che (v(A)( è finitamente basato.

Per il lemma 5.42 si può immergere (v(A)( in una semi-algebra FLew classica A’ il cui quasi-completamento CA’ è finito; inoltre, poiché 1≼’v(A) non vale in A’, esiste una valutazione v’ t. c. 1(v’(A) non vale in CA’ per il lemma 5.38.

Abbiamo perciò dimostrato che se il calcolo LA non dimostra A(For£7, allora A non è valida in un’algebra FLew classica finita.

Discussione: 

1) Per quanto è stato detto nel paragrafo (a), dal teorema 5.44 segue che il calcolo LA è decidibile.

2) Questa dimostrazione della proprietà del modello finito non è estendibile ai calcoli LL e LRND. Il lemma 5.43 non basta per dimostrare che si può immergere (v(A)( in una semi-algebra FLe o FLec classica A’ il cui quasi-completamento CA’ sia finito. Inoltre, a causa di (E4g), non si riesce a dimostrare per le algebre FLec classiche, che il singoletto (v(A)( è finitamente basato.

� (Ono 1998(, pg. 264.


� Cfr. (Meyer 1966(.
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