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4�4 )����
����� ��� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 48

4�9 )��	���� ���� ������ �	!��� �����
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 45

4�7 ��� ������� ��
�� �� ������	���� �����
� �������
���� � � � � � � � � � � � � � 46

4�8 0�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4:

4�5 ( ��� 
����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4:

4�6 +�����	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4;

4�: ������ ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4;

� ������� �
�� ��

9�4 2��� ���
��� �� $����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 9<

9�4�4 *��
��� �����
� �������
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 9<

9�4�9 ���
�����
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 94

9�4�9�4 (������"������� �����
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � 94

9�4�9�9 ��%����
� 
������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 99

9�4�7 (����
��� ������� �����
� �������
���� � � � � � � � � � � � � � � � � 99

9�4�7�4 =��.��� �������
��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � 99

9�4�7�9 *��
�� 
�� ��!� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 97

9�4�8 >����� 
����
� �
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 98

9�4�5 ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 98

9�4�6 +��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 95

9�9 2��� ���
��� �� *#."��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 96

9�9�4 *����� �
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 96

9�9�9 ��� �������� �������
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 9:

9�9�9�4 *������� ������� ��� �������� ��� �
�������� � � � � � � � � 9:

9�9�9�9 1���� ���� � �����
� ������� ��������� � � � � � � � � � � � � 9;

9�9�7 .����
������ �	!��� ����
���
���� �� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � 9?

9�9�7�4 �
��
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 9?

9�9�7�9 "��������� +"�/( � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 7<

9�9�7�7 @���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 74

9�9�7�8 +������� ��������� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 74

9�9�8 (����������� ������ �
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 74

9�9�8�4 (����������� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 79

9�9�5 ��� �	!��� �
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 79

9�9�6 )������
��� ������ ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 77
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9�9�: *��
��� � ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 78

9�9�:�4 *��
��� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 78

9�9�:�9 /
����� @������ 
�� )������� �� ���� � � � � � � � � � � � � 76

9�9�:�7 *
�
 ��
������ �������
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 76

9�9�; +���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 7:

� ��� ��	��� �
����� ���� �
����� ����
	� ��

7�4 ����

���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 7?

7�4�4 ��� ��
��� �����
� ��������� 
����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 8<

7�4�4�4 +��������
� ����� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 84

7�4�4�9 /�
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 89

7�4�4�7 A���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 89

7�4�4�8 .�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 87

7�4�4�5 @
������� ��� ���� 	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 87

7�4�9 ��� 
����
� �$� 
����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 88

7�4�9�4 ( ��� 
����
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 88

7�4�9�9 $����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 86

7�9 "
��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 86

7�7 $����� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 86

7�7�4 )�
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 8;

7�7�9 # ������� ��
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 8;

7�7�7 +��� 	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 8?

7�7�8 ������ ��
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 8?

7�7�5 # ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 8?

7�7�5�4 # �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 5<

7�7�5�9 ����
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 54

7�7�6 .��	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 54

7�7�: ��� ������� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 59

7�8 $����� ������� 	��

���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 59

7�8�4 ��� 	������
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 59

7�8�9 ��� ������ ��
�� ��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 59

7�8�9�4 ��� $����� ��
�� ��
��� ����
���� � � � � � � � � � � � � � � � 58

7�8�7 ��� ��
�����
���� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 58

7�8�7�4 )�
� ���
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 55

7�8�7�9 )�
� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 55

7�8�7�7 +�������%�� ��������
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 55

7�8�7�8 # ������� �
����� ��������
���� � � � � � � � � � � � � � � � � 55

7�8�7�5 A��
� 

��
	�� ��������
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 55

7�8�7�6 )
�
����� ��������
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 56

7�8�7�: @�
����� �����
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 56

7�8�7�; ���
�
�
 �����
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 56

7�5 "������
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 56
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�
�� ������� ������������ ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � :4

8�9 # 
���� �� �
�� 
�����
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � :7

8�7 .�'����� �� �
���� ������� �
�� 
�����
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � :?

8�8 ������ ��
�� ������ ��� �
�� 
�����
���� � 
���� � � � � � � � � � � � � � � � ;<

8�5 .�'����� �� �
���� ���� �
�� 
�����
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ;4

8�6 ���������
���� �� �
�� ����
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ;6

8�: .�'����� �� �
���� ������� �
�� ����
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ;:

8�; .�'����� �� �
���� ���� �
�� ����
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ;;

8�? # 
���� �� 
 ���� ��
� ������� �� 
 ��B����� ������ ��
� �� �
��� ����
���� � ;?

8�4< .�'����� �� �
���� ������� �
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ?4

8�44 .�'����� �� �
���� ���� �
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ?9

8�49 ������ ��
�� 	���� ������ ��� �
����� � 
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � ?7

8�47 # 
���� �� ���� ��
���� �� 
 �
��	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ?5

8�48 +������
���� ��� �
��	
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4<<

8�45 ������ 
������ �� ��� �


 ������ ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4<7

8�46 *�B������� �� ��������� ��
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4<5

8�4: +������ �
�
 ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 4<6

8�4; ������� ��� ��� 
����� 
��������� � 
���� ���� �� �
�� 
�����
���� � � � � � � 444

8�4? ������� ��� ��� 
����� 
��������� � 
���� ���� ��� �
��� 
�����
��� � � � � � 449

44



���� �� ��	
��� 49

8�9< ������� ��� ��� 
����� 
��������� � 
���� ���� ����� �
��� 
�����
��� � � � � � 447

8�94 ������� ��� ��� 
����� 
��������� � 
���� ���� ���� �
��� 
�����
��� � � � � � 448

8�99 ������� ��� ��� 
����� 
��������� � 
���� ���� &
� �
��� 
�����
��� � � � � � � 445

8�97 0�
�� �� ������� ��� ��� ����
����� �������
���� �� ��� 
����� 
���������

� 
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 44:

8�98 +��� ��� ��� ���� ������ �� ��� �1* � 
���� � � � � � � � � � � � � � � � � 44:

5�4 *
�
%�� �� ������
� 

���� �� 
 ������ ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 477

5�9 *
�
%�� �� � ����
� 

���� �� 
 ������ ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � 475

5�7 *
�
%�� �� ������ 

���� �� 
 ������ ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 476

5�8 *
�
%�� �� �������� 

���� �� 
 ������ ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 47:

5�5 #B��� �� ��� update ����
���� �� �������� 

��
	��� � � � � � � � � � � � � � � � 48<

6�4 /
�
����� �
����� �� 
����������� ���
��� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � 457

(�4 ( ������ �


 �����
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 46<

(�9 ��� �����
�� ���� �� ��� ��
�� &�� �������� 	� ��������� ��� �


 �����
�

�� @����� (�4 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 464

(�7 *��
����	�� �� ��� ��
�� &�� �������� 	� ��������� ��� �


 �����
� �� @�����

(�4 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 469

/�4 ( ������� �� ��� D�A ���&���
���� &�� ���	
��
�
������� ���� �/��� 7�9�4 4:9



���� �� ������

7�4 ����� ��� ��� �� 	�����
�� �����
�� ����� ��� ��B����� ���� ���&���
����� 69

7�9 >���
����� � ������� ����� ��� ��� �� 	�����
�� �����
�� ����� ��� ��B���

��� ���� ���&���
����� ���
��
� �� ���� �
��� 	� =��.��� � � � � � � � � � � � � 67

7�7 # ��
 ���� �
��� 	� &�������� ���� �� 
������� �� ��� ��
� ������� � � � � � 67

7�8 ��� ���
� ���	�� �� ����� ��
� 
 	���� �� ������� ���� ��� � ������ ��� ���

��� 

��
��� �� ��� � �����
� ��
�����
���� ������� 
�� ��� ���	�� �� �����

��
� 
� � ������ �� ������� ������ ��� ������ �� 
 �����
� � � � � � � � � � � � 68

7�5 ����� ��� ��� �� 	�����
�� �����
�� ����� ��� ��B����� ���� ���&���
�����

������� �� 
� ��� 
������ �� $����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 65

7�6 .�������� ��� ��� �� 	�����
�� �����
�� ����� ��� ��B����� ���� ���&���

�
����� ������� �� 
� ��� 
������ �� $����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 65

8�4 ������� ��� ��� 
�����
���� �������
���� 
������ �� ��� �1* � 
���� � � � � 44;

8�9 )������
�� 	��
����� �� ��� ���� ����� � ������� 4<<< ����
����� �� ��� ����

������ �� ��� �1* � 
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 44;

47
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���
��� ��
	���� ��� ������� �� �	!���� �� 	� ��
���� ��������� # 
����� �� ���� �������


�� ��� +����� "	!��� �������� /����� (����������� �+"�/(� F7?G� *+"� �*�����	����

+����� "	!��� ������ F84G� �>#� �������� F64G 
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���� �����

F67G�
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tnew = l + n ·
((

s · sin + r · sout + o
)
· b + c

)
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torig − tnew > 0

n ·
(
l +

(
sin + sout

)
· b + c

)
−

(
l + n ·

((
s · sin + r · sout + o

)
· b + c

))
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n · l + n · b ·
(
sin + sout

)
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l + n · b ·

(
s · sin + r · sout + o

))
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(n − 1) · l + n · b ·
(
(1 − s) · sin + (1 − r) · sout − o

)
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n − 1
n

· l

b
+ (1 − s) · sin + (1 − r) · sout − o > 0
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n − 1
n

· l

b
− o > 0

n · l − n · b · o > l

n >
l

l − b · o
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tforwarding = m · (lcA + (sA + o) · bcA + cA) + n · (lAB + f · sB · bcA + (sB + o) · bAB + cB)
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torig − tforwarding > 0

(m · (lcA + sA · bcA + cA) + n · (lcB + sB · bcB + cB))

− (m · (lcA + (sA + o) · bcA + cA) + n · (lAB + f · sB · bcA + (sB + o) · bAB + cB)) > 0

n · (lcB + sB · bcB) − (m · o · bcA + n · (lAB + f · sB · bcA + (sB + o) · bAB)) > 0

n · ((lcB − lAB) + sB · (bcB − bAB) − o · bAB) − (m · o + n · f · sB) · bcA > 0
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w = r1.f()

x = r2.f()

y = r3.f(w,x)

x = r2.f()w = r1.f()

y = r3.f(w,x)

y = r3.f(w,x)x = r2.f()w = r1.f()

(a) (b)

(c)

z = r4.f(w) z = r4.f(w)

z = r4.f(w)

y = r3.f(w,x)x = r2.f()w = r1.f()

(d)

z = r4.f(w)

Bundle1

Bundle2

1 2 3

4
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= h · g · f(Σbefore)

= h(g(f(Σbefore)))

( ��������� �� ���� �� ������ ��
���� ����������� ��� ���
�������� (� ����
��� ≺ ��

���� �� ������ ��� �������� �� ������������ �� 
 ��
��� �� ��� ���
���� � 
����� ��� ��������

f ≺ g ≺ h ������ ��� ������
�� ����������� 
�� ��������� �� 
� ����������� i 
�� �������

pred(i) 
�� succ(i) ��������
����

����� ������	�����

��� 	
��� ���� �� ������
���� �� 
� ������������ ����� �� 
 �������� �� ���� Σ → Σ� ���

���	
� ��
�� 	����� ��� � ������� �� 
� ����������� i �� �
���� 	� 
 ��	������ ���� � 
�����

Σi�� 
������� ���� �� ��������� ������� ���� �� �� �	
���� ��
� ��� ��
�� 
������ ���

����� 
�� ���� ��� ����� �� ������������ ( ���
� ����������� ���������� 
 	���� �� ����
�

����� �� 
� 
�	���
�� ��E�� # ������� �� 
� ����������� �� �������� 	� 
������� ��� �����������

�� ��� ��
��� ���� ��
�,
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Σsucc(i) = i(Σi)

( ������ ����������� �� 
 �����
� ���� �� ����������� ��
� ���� ��� ������� 
�� ������

�
���� �� ������� 	�� �
���� �������� ��� � ������� �� ����� ������������� ������ ��������� 
��

������� 	� 
� �
������� C ��� � 
����� f � ����� ���� 	� ��
���� �
��� �� .������ 5�9�8�

������������ �

� �
�
 ��&������ 
�� ��� ����������� ����� ��� 
� ����������� i 
�� ���

����� 	� def (i) 
�� use(i)� ����� ���������� ������ ���� �� ������� ���� ��� ���	
� ��
���

���� ��
� ��� ��	��� �� ��� ���	
� ��
�� ��
� ���������� ��� 

���� �� 

��
	��� ��
� 	� 
�

����������� i �
� 	� ������� 	� Σ[use(i)]� .����
���� ��� 

���� ������� 	� ��� �����������

�
� 	� ������� Σ[def (i)]�
��� ��

��
��� ���� ���� ���
�� �� ��� def 
�� use ����������,

i(Σ) − i(Σ)[def (i)] = Σ − Σ[def (i)] �5�4�

i(Σ[use(i)])[def (i)] = i(Σ)[def (i)] �5�9�

#'�
���� 5�4 ��
��� ��
� ���� ��� ��	��� �� ��� ���	
� ��
�� �� defi ���� 	� ����&�� 	� i�

����� #'�
���� 5�9 ��
��� ��
� ���� ��� ��	��� �� ��� ��
�� �� usei �� ������
�� �� �������

��� ���������

������������ 
�� ���������
��� ��
���
���� C ��
�� ��� �
�� 

���� ��� 

��
	��� �� ��� ���

���� ��� ��	��'���� 

���� �� 

��
	��� �� ��� ��&��� ��� ���� 	� ��� �
��� ���� �� � �������

���� ��� ���������,

∀i ∈ T · ∀Σ1, Σ2 · Σ1[use(i)] = Σ2[use(i)] =⇒ i(Σ1)[def (i)] = i(Σ2)[def (i)] �5�7�

( �������� reaches �� ��&��� ��
� �� ���� �� 
 

��
	�� v� ��
����� ���� ��� ����� 
����

����������� i� �
� ��
�� 
 ��	��'���� ����������� j ������� 	���� ����&��,

reachesv(i, j) ⇐⇒ ∀k ∈ T · i ≺ k ≺ j ⇒ v /∈ def (k) �5�8�

)��
���� ��
� �� ����� �����
����� ����������� ��&��� ��� 

��
	�� v� ��� 

��� �� v

	������ ��� ��&������ 
�� 
�� ��	��'���� ����������� ���� 	� �������
��

reachesv(i, j) =⇒ Σsucc(i)[v] = Σj [v] �5�5�

��� ��&������ 
�� ��� ���������� �
� 
��� 	� ��&��� ��� 
�� ���� �� ������������ L� �����,

def (L) =
⋃
i∈L

def (i)

def (L) =
⋃
i∈L

def (i)
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����� ������ 	����

( ������ ����������� f �� 
�����
��� ���� 
� ��
�� ��� ����� ����������� ��
� ���������� ���

�
���� ��
� 
�� �����
��� 	� 
 ������ �
��� ����� ������������� ����� 
� ������ 
������� 
��

�����
��� 	� ������������ @�� � 
����� �� f ��
�� �� ��� ������������ g 
�� h 	���� � �������

���� ����� ������������ 
�� ������� 	� g; h� ��� 
�����
���� 	������ 
 ������ �����������


�� ��� ������������ ��
� ������ ���� 
������� �� �� ����������� 	� ��� 〈〉 ����
���� �� ��� ���
������� � 
����,

〈
f
〉

= g; h

����� ������ �	�����

������������ ��
� ������ ���� � ������� ������ ������������ �� ��� ����
�� �������� �� ���

��	��� �� ��� ��
�� 
������� 	� ��� ������ ��������� 	�� �� ������ �����
��� 	� ��� �
��

��
����� ��������

#)�)#)� ��������
	!

�
���
����� �� �������� 	� ��� ������������������� copyto 
�� copyfrom � >��� ��
� �����

������������ 
�� ��� ��
����� �� ��� ������

(������� copytof �� ��� ��
�� Σ �
� ��� �B��� �� ������� ��� ������� �� ��� ��
�� ����

������� 	� use(f) �� 
 ��	��� �� use
(〈

f
〉)
� ��� ������� �B��� �� ��� copyto ����������� ��

����������� 	� 
 ��� �� ���
�����
f
⇀� ��� ��������� �'�
����� ���� ��� copytof �

def
(
copytof

)
∩ use

(
copytof

)
= ∅

use
(
copytof

)
= use(f)

def
(
copytof

)
⊆ use

(〈
f
〉)

x
f
⇀ y =⇒ x ∈ use

(
copytof

)
∧ y ∈ def

(
copytof

)
∧Σ[x] = Σ[y]

∀i ∈ T ·def
(
copytof

)
∩ use(i) �= ∅ =⇒ i =

〈
f
〉

��� ��
����� �� ��� &��� ���� �'�
����� 
�� ���
��������
��� ��� �
�� �'�
���� ��
���

��
� ��� 

��
	��� ��
� copyto ������ ���� 
�� ���'��� 
�� �
� ���� 	� ���������� 	� ���


�����
��� ������ 
������ ���� �����
��� ��� �B��� �� 	������ ��� ����
� �
�
������ �� 


�
�� �� ��� 
���
� �
�
�������

.����
���� copyfromf ������ 
 ��	��� �� ��� ��
�� ���������� 	� def (
〈
f
〉
) �� def (f) �����

��� ���
����
f
⇀� ���� ��� ��������� �'�
����� �������,
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def
(
copyfromf

)
∩ use

(
copyfromf

)
= ∅

use
(
copyfromf

)
⊆ def

(〈
f
〉)

def
(
copyfromf

)
= def (f)

x
f
⇀ y =⇒ x ∈ use

(
copyfromf

)
∧ y ∈ def

(
copyfromf

)
∧Σ[x] = Σ[y]

∀i ∈ T ·use
(
copyfromf

)
∩ def (i) �= ∅ =⇒ i =

〈
f
〉

��� ���
����� ⇀ 
�� ⇁ ��� ��� �
���
����� ����
����� �� 
 ��
�� T 
�� ����
���� �� 


��� ������� 
� ρ(T )�

#)�)#)� �� 
�� ���	�%
� ��

	

( ��
������
���� �
� ��� 	� ���������� �� ����� ��� �B���� ��������� ���� 
 ������ �
���

( ��
������
���� δr �� ��&��� ��� 
 ��
�� ��
� ����
��� �
�� ������ �
�� ���� ��� ������

�B��� ����� ��� ��������� �
�����,

f
δr�−→ copytof ;

〈
f
〉
; copyfromf �5�6�

@�� ���
�������� ��������� ���
����� 
�� ���������� ��� ��� ��� �
���
����� �������������

�� ��
� #'�
���� 5�6 �
� 	� ������� ���� ������ 
�,

f
δr�−→ •〈f〉◦ �5�:�

��� ���
�������� 	������ ��� ��� �� ����� �� ����� ������� ��� ��,

use
(
f
)

⊆ use
(
•〈f〉◦

)
def

(
f
)

⊆ def
(
•〈f〉◦

)

��� �B��� �� 
������� δr �� 
 ��
�� ����
����� ������ ������������ �� �� 
�� ��� ������
��

�B���� �� ��� ������ 
������ 
�����
��� ���� ����� ������������ ���� ��� ��
��� �� ��
� ���

�
� ��
��� 
	��� ��� ��&������� 
�� ���� �� ��� �
���� 
� ���� 
� ��� �
����� .����� ���� �
��


�����
���� �� δr ��
�
�� ���� �� ��� J���	
� �������H�

��� �����
� ��
�� ��
� ����
��� ���� ��� ������������ � ������ �� 
 ������ ������ �� ��������

�� 
� T 0� #
��� ���� δr �� 
������ �� T n� ��� ������ �� ������� 
� T n+1� ���� ����
���


�����
���� �
� 	� ������
�� ����� ������ 
������ �������
�� �
� 	� ������ �������������

����� 
�� ���� ���
��������� ��
� �
� 	� ��&��� 	������ 
�� T n 
�� T n+1,

def (T n+1) ⊇ def (T n)

use(T n+1) ⊇ use(T n)

�� 
�� ������
���� �����
�� ����� ���� ��
�� 
 ����� 
� ����� T n+1 = T n� ����� �����
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�� �� ������ ������������ ���
����� �� ��� ��
��� �� ����� �� �� ���� ������ ���� ����� ����

� ��� 
 ��'����� �� ������ ������������ ��
� ���� 
� ��&���� ����� ��� ��
�� ����� �
���

������ ����������� �
� 	��� ����
��� �� �������� �� 
� T ∞� ���
������ �� ������� ����� �� 


������
���� ����� �� ����

����� ��
�� ��� ���
��

����� 
�� ������ ����
����� 
�� 
	���
���� 
� 
������� �� ��� ���	
� ��
��� (� ����� ����
�

���� �� ��&��� 
� 
 ��
� ���� ��� 

��
	�� ��� input� ����� 
� ������ ����
���� �� 
 ����� ��


 

��
	�� �� ��� ��� output� ��� ������
��� isinputop(i) 
�� isoutputop(i) �
� 	� ��&���

����� 
�� ���� ���� �� 
� ����������� i �������� ����� 
�� ������ ��������
��� 	�,

isinputop(i) ⇐⇒ use(i) ∩ input �= ∅

isoutputop(i) ⇐⇒ def (i) ∩ output �= ∅

����% -&	�
�����

# �������� 
�� 
��� �������� 
� 
 ���� �� �
�
%��� ��� �������� 	���� T ��&��� ����

� ������� 

��
	�� e� ����� �� ��	��'������ ���� 	� ��� � ������� �
����� H � ���� �B����
���

���
��� 
 ���
�������� 	������ T 
�� H �� ��� ��������� ����,

T ≺ H ∧ e ∈ def (T ) ∩ use(H)

��� !������	��� �
 ��������� ���� ����������	

+������� 
 ������� �� ������ �
��� Ri ����� �������� �� 
 ���	�� �� ������ ������������

r1, r2...rk �� ��'������ 1���� ��
��
�� ���� ��� �B��� �� � ������� ��� ������� 
�� 
�

�������,

Rn
orig(Σ) = r1; r2; ...; rk(Σ)

Rn+1
orig(Σ) = δr

(
Rn

orig(Σ)
)

= •〈r1〉◦; •〈r2〉◦; ...; •〈rk〉 ◦ (Σ)

�� ��� 	
��� ����� ��� �B���� �� � ������� 
�����
��� �
��� �
� 	� � ������� 
� �������,

Rn
aggr(Σ) = daggr

(
Rn

orig(Σ)
)

= (r1; r2; ...; rk)(Σ)

Rn+1
aggr(Σ) = δr

(
Rn

aggr(Σ)
)

= •〈r1; r2; ...; rk〉 ◦ (Σ)

�� ��
��� 
	��� ��� ���
�������� 	������ ��� ������
� 
�� 
�����
��� ������ ��� ������


����� ������������� �� ��� 
�����
�� ������ �
�� �� � ������� �� ����� �� ��� ������
� ������


������ 
� �������,

〈r1; r2; ...; rk〉 = � 〈r1〉 �; � 〈r2〉 �; . . . ; � 〈rk〉 �
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����� ���
��� �
�������

��� � 
�� � ����
���� ������ 
�
���� ����
����� �� ��� ��
�����
��� ����
���� 
 ������


����� �����
�� �
�� �� ��� ��� ��� ���� 
 ���

�� ���
���� �� ��� ���	
� ��
�� ��
� �
� ������� ��

	� ��� ��������� copyto ����
����� (���� ��� ������ 
����� �� � ������� ��� ������ �� �������

���� 
������ ���

�� ���
����� ����� �� �� ������ �� 	� ��� ��������� copyfrom ������������

��� ���

�� ���
����� ���� 	� �
�� ������ 
����� 
�� ���!�����

�� ����� �� � ����� ��� ���
����� �� ��� 
�����
��� �
�� �� ����� �� ��� ������ 
������

� ������ �� ��� ��
�����
��� 
������� ��� ���

�� ���
����� �� ��� ������ 
������ ���� 	�

&���� ��������� ����� �� � ������� ��� 
����� ������� =���
��� ��� �����
� copyto ����
���� 
�

��� 	�������� �� ��� ������� �� ����L����� �� ������� ���� �
��� ����� ���� �� ��� 

���� ����

	� 
� 
����� �
� �

� 	��� �����
��� 	� 
 ���
���� 
����� ��
� ��
��� ��� 

���� �� ��� ���

���

�� ��
���

�� ���
� ���� ���	���� 
������ ���

�� ��
�� S �� ����������� ����� �� 
������	�� 	� ���

������� 
�� 
�
���� ������������ ����� ��� copyto ����������� 
� ��� 	�������� �� ��� �������

������ 

���� ���� ��� ������ ��
�� �� S� 
�� ��� ����
��� � ������ ��� 

���� ������ 	� ���

�� � ������ 
����� ���� S �� ��� ���

�� ��
�� �� ��� 
������ ��� ����
��� � �������� ���

����������
�� �������� �� ������� 

���� ��&��� �� ��� ���

�� ��
�� �� ��� ������ 
�����

	
�� �� S� 
�� ��� &�
� copyfrom ����������� ������ ���� S 	
�� �� ��� ������ ��
���

>��� ��
� ���� ����������� �� ��� �
����� �� 
�������� 	� ����� ��� �����'������ ��

�����	����������� 
�� ��
�� ���� �
��� �� .������ 5�8�9�

.����
��� �� ��� copyto 
�� copyfrom ������������� ��� � 
�� � ����
���� �

� ��� ����
�

���� � 
�� � ��������
��� 
�����
��� ���� ����� ����� ��&�� ��� ���
�������� 	������ ���



��
	��� ���� 	� ��� ������ 
����� 
�� ��� 

��
	��� �� ���

�� ��
�� S� ����� ���
�����


�� 
��� �
�� �� ��� ��� ρ(R)� @�� ��� � �������� �〈ri〉�� ��� ��������� �'�
����� ����,

x
ri� y =⇒ x ∈ S ∧ y ∈ use

(
〈ri〉

)
∧ Σ[x] = Σ[y] �5�;�

x
ri� y =⇒ x ∈ def

(
〈ri〉

)
∧ y ∈ S ∧ Σ[x] = Σ[y] �5�?�

��� ���
�������� 	������ ��� ���
����� �� ρ(Rorig) 
�� ρ(Raggr) �� 
� �������,

(
x

i
⇀ y

)
∈ ρ(Rorig) ⇐⇒ ∃t ∈ S ·

{
x ⇀ t, t

i
� y

}
⊆ ρ(Raggr) �5�4<�(

x
i

⇁ y
)
∈ ρ(Rorig) ⇐⇒ ∃t ∈ S ·

{
x

i
� t, t ⇁ y

}
⊆ ρ(Raggr) �5�44�

{x ⇀ s, x ⇀ t} ⊆ ρ(Raggr) ∨ {s ⇁ x, t ⇁ x} ⊆ ρ(Raggr) =⇒ s = t �5�49�

#'�
���� 5�49 �������
��� ��
��� ��
� ����� �� 
 ���������� �
����� 	������ 

��
	��� ��

��� ������ ��
�� 
�� ����� �� S� /� ���	����� #'�
����� 5�4< 
�� 5�49� ��� ��������� �
�

	� ����
��,

{
x

i
⇀ y, x

j
⇀ z

}
⊆ ρ(Rorig) ⇐⇒ ∃t ∈ S ·

{
x ⇀ t, t

i
� y, t

j
� z

}
⊆ ρ(Raggr) �5�47�

.����
���� 	� ���	����� #'�
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{
x

i
⇁ z, y

j
⇁ z

}
⊆ ρ(Rorig) ⇐⇒ ∃t ∈ S ·

{
x

i
� t, y

j
� t, t ⇁ z

}
⊆ ρ(Raggr) �5�48�

��� �B��� �� ��� ������� ���� �� ��� ������ ������� 
�� 
� �������,

def (Raggr) ⊆ def (Rorig)

∀x ∈ (def (Raggr) − def (Rorig)) · x ∈ S �5�45�

use(Raggr) ⊆ use(Rorig)

∀x ∈ (use(Raggr) − use(Rorig)) · x ∈ S

����� (�� ��������� 
��
���� �$ ������������ �����!���

2��� ���� ������ �
��� � ��� ������ 
 ���� ��'������ ��� ��������� �������� ����� ��� 
��

�
��� �� ��� �������,

∀x · y f
⇁ x ∈ ρ(R) =⇒ ∀g ∈ R · f ≺ g ⇒ x /∈ use

(
〈g〉∞

)
�5�46�
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��� ��
� �� ���� 

��� �� ��� 

��
	�� x �
� ��� 
� 
 ������ �� 
 copyback

����
����� ���� x �
���� 	� ���� �������� 	� 
�� ��������� ������ 
������ ���
������ �� ���

���	�� �� ����� δr �� 
������� ���� ������ ��� ����
���� �������� ��������� �� .������ 8�6�4

��
� ������� ��
� ��� 

��
	�� ��
� �����
�� ��� ������ �� 
 ������
���
���� ����
��� ��� ����

��������� �� ��� ������ �	!����

>��� ��
� �� �� ����� �����	�� ��� 
 ������ 
����� 〈g〉 �� ��� 
����� �� ��� �

�� �� x �	��

��� �� ��� 

��
	�� ������� ���������� 
�
 
 copyto ����
���� ��
� ������ x ���� 
 

��
	�� ��
�

�� 
������	�� ���� ��� ������ 
������ �� �� 
��� �����	�� ��
� ��� ������ 
����� ��
� �����
���

x ������ 
 ���� ����� �� 
������	�� �� 〈g〉�

����� �

���	� �� 
���$

�� ����� �� ���� ��� ��
������
���� �� 	� �������� �� ���� 	� ���
�� ��
� Rn+1
orig 
�� Rn+1

aggr


�� �'��

���� ���� ��
�,

Rn+1
orig

[
def

(
Rn+1

orig

)]
= Rn+1

aggr

[
def

(
Rn+1

orig

)]
��� ��������� 
����
�� �� �
���,

4� .��� ��
� ��� 

���� ���� ���� ��� ���	
� ��
�� 	� 
�� ������ 
����� �� Rorig 
��

��� �
�� 
� ��� ������������� ������ 
����� �� Raggr � �� ���� �� ����� ���� 	� ���

���������
� ��
���
����� �������� �#'�
���� 5�7�� ��� 

���� ��&��� 	� ��� ������
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����
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���
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�����  ��)��
 ���� ������ ���� !� ������ �	����� ��� 	����	�

+������� 
� 
�	���
�� ������ 
����� •〈ri〉◦ ∈ Rorig� 
�� ��� �'��

���� ������ 
�����

�〈ri〉� ∈ Raggr � ����� 
�� ��� ��������� �� ��� ������ ����������� ri� .���� 〈ri〉 ������

�� ��� �
�� ��� �� ������ 
������ �� 	��� �
���� ���� ��
�� ��� �
�� ��� �� 

��
	�� ��&���


�� �����

>�� �������� ��� ��� ��� �� 〈ri〉� @�� 
 ��
�� 

��
	�� x �� ���� ���� ����� 
�� ����� �����	��

���������� ����� ����� ��� 

��� �� x �
� �

� 	��� ��&���,

4� (� ����������� ��������� ��� ������ ������� ��� ��� 

��� �� x

9� ( ���
���� ������ 
����� �����
��� ��� 

��� �� x 
�� ������ �� ���� ������ ��
�� �����


 copyfrom ����
����

7� ( ���
���� ������ 
����� �������� ��� ��� 

��� �� x ������� 
� ���������
�� copyfrom
����
����

����� 
�� 
��� ��� ������� 	� ����� ��� 

��� �� x �
� 	� �����
�� 	� 〈ri〉,

4� ( copyto ����
���� ������ ��� 

��� �� � ���� ��� 

��
	�� ��� ���� 	� 〈ri〉

9� 〈ri〉 �������� ���� x ������� 
� �����
����� copyto ����
����

��� ��� ��� �� 〈ri〉 �� ��
���� ���� ����
��� � �����
� ��	����� ���� ��� ��
���&�
���� �� 
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	�� ��������� �� ��� ���	��
���� �� ��������
���� �� ����� ��� 

��
	�� �� ��&��� 
��

����� ��� ��	���� 
�� 
� �������,

4� useinternal

(
〈ri〉

)
C �������� �� 
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	��� ��
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�� ������ 	� ��� copyto ����
���� ���

����
���� ��������� ��� ������ 
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���� ���� ���
���� ������
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(
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)
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)
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����

8� useindirect

(
〈ri〉

)
C �������� �� 
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	��� ��
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���� ������
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h i

v

t t
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S

Server

�� ����
��	
�

@����� 5�4, *
�
%�� �� ������
� 

���� �� 
 ������ �������

#)�)�)� �	���	�� ������

+������� 
 

��
	�� x ∈ useinternal

(
〈ri〉

)
� �� ����� ��� �� �� 	� �� ���� ���� x ���� 	� ������



�� Rorig� ���� �������� �� ��&��� ��� 
 

��
	�� x ���� 	� 
 ������ 
����� ���� ��� ���������

��&������,

internalorig(i, x) ⇐⇒ x ∈ use
(〈

i
〉)

∧ ∃
〈
h
〉
∈ Rorig ·

〈
h
〉
≺

〈
i
〉

∧∃v ∈ def
(〈

h
〉)

· ∃w ∈ use
(
i
)
·
(

v
h
⇁ w, w

i
⇀ x

)
⊆ ρ(Rorig)

∧reachesw

(
•
〈
h
〉
◦, •

〈
i
〉
◦
)

��� �
�� �
��� 	� ��� 

��� �� x �� ����� �� @����� 5�4�
�� ��� ������
� ������ �� ���



��� ��� x �� ��������� v� ����� �� ��&��� 	�
〈
h
〉
� �� �� ������ ���� ��� ������ ��
�� 

��
	��

w� ����� �� �
��� ������ �� x� @��� ��� ��&������ �� copyto 
�� copyfrom � Σ[v] = Σ[w] 
��
Σ[w] = Σ[x]� ��� reaches ��������� ����������� ������� ��
� Σ[v] = Σ[w] = Σ[x]�

# ������� ���� ������� �� ��� 
�����
��� �
�� 	� 
������� #'�
����� 5�4< 
�� 5�44� ���

��������� �
� 	� ����
��,
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internalaggr(i, x) ⇐⇒ x ∈ use
(〈

i
〉)

∧ ∃
〈
h
〉
∈ Raggr ·

〈
h
〉
≺

〈
i
〉

∧∃v ∈ def
(〈

h
〉)

· ∃t ∈ S ·
(

v
h
� t ∧ t

i
� x

)
⊆ ρ(Raggr)

∧reachest(�
〈
h
〉
�, �

〈
i
〉
�)

��� 
�����
��� ����
��� �� ����� �� @����� 5�4�	��

��� reaches ��������� ���� ��� 	� ���
�� �� ����� ���� �� ���� ����� 
 ����� 	� ����

��
�������� 	� ����������� ��� ������
����� �� ��� reaches ���� �� internalaggr �
� 
���
���

�
����

@������� �������� #'�
���� 5�44� 2����
�� 
 � ���
���� �� �����
���� 
 ⇁ ���
���� ����

	� �����
��� 
� ��� �
�� ����� ���� ��
�� ��
� ���� v
h
� w �
� �����
��� �� internalaggr�

��� ��������� ���
���� ���� 
��� �

� 	��� �����
��� 
� ��� �
�� ����,

∃z · w h
⇁ z ∈ ρ(Raggr)

.���� w �� �� ��� ���

�� ��
�� S� ���� ��� � 
�
���� ������������ �
� �����	�� �
�������

w� ��� ��������� ���� ���� 	� ���� ��� ���� ����������� k,

�
〈
h
〉
� ≺ k ≺ �

〈
i
〉

� ∧∃y · y k
� w ∈ ρ(Raggr)

/� 
������� #'�
���� 5�48 �� ��� ���
����� ��
� � ��� �� ρ(Raggr) ��
�� ��
� ��� reaches

��������� �� �
���� ��� ��������� ���� ���� ����,

(
v

h
⇁ z, y

k
⇁ z

)
⊆ ρ(Rorig)

���� ����� ��
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� �� ��� ������
�� ��� 

��� �������� 	�
〈
h
〉
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�
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	�� w� /� #'�
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���� �

〈
i
〉
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〈
i
〉
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external(i, x) ⇐⇒ x ∈ use
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i
〉)

∧ ∃w ∈ use
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i
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· w i

⇀ x

∧reachesw
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�� �� �������
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use (savei) = use (copytoi)

use
(
copytoRaggr

)
=

⋃
def (savei)
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x ↪→ y =⇒ Σ(x) = Σ(y)

x �→ y =⇒ Σ(x) = Σ(y)

a ⇀ b ∈ ρorig(Ri) =⇒
{

a
Ri
↪→ c, c ⇀ d, d

Ri�→ b

}
⊆ ρaggr(Raggr)
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Infrequent
forcing

Frequent
forcing

+ Lower overall latency
+ Less data transferred
+ More aggregation
+ More optimisation opportunities

- Greater latency per force
- Less concurrent execution

+ Less latency per force
+ More concurrent execution

- Higher overall latency
- More data transferred
- Less aggregation
- Less optimisation between calls
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